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1$ (α ± β)2 = α2 ± 2αβ + β2

3$ (α ± β)3 = α3 ± 3α2β + 3αβ2 ± β3

0$ α3 ± β3 = (α ± β) (α2 ∓ αβ + β2)
'$ (α + β + γ)2 = α2 + β2 + γ2 + 2αβ + 2βγ + 2γα

:$ αν − βν = (α − β) (αν−1 + αν−2β + ⋅ ⋅ ⋅ + αβν−2 + βν−1)
;$ α3 + β3 + γ3 − 3αβγ == (α + β + γ) (α2 + β2 + γ2 −αβ − βγ − γα) == 1

2 (α + β + γ) ((α − β)2 + (β − γ)2 + (γ − α)2)
<$ α3 + β3 + γ3 = 3αβγ ⇔⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

α = β = γ
�
α + β + γ = 0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
=$ (x − α)2 + (y − β)2 + (z − γ)2 = 0⇔⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x = α
y = β
z = γ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
>$ α2 + β2 ≥ ±2αβ
14$ α2 ± αβ + β2 ≥ 0
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11$ (1 + α)ν > 1 + να, −1 < α ≠ 0, ν ≥ 2

13$ α2ν+1 < β2ν+1 ⇔ α < β

��� ��
��	�
 � ���	
 � ����������

1$ x = ν
√
α⇔⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

α ≥ 0
x ≥ 0
xν = α

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
3$ ν

√
α
ν = α, ν

√
αν = ∣α∣

0$ %
 α,β ≥ 0 ���� ν
√
αβ = ν

√
α ν
√
β

'$ %
 α ≥ 0, β > 0 ���� ν
√

α
β = ν√α

ν√β
5

:$ %
 α ≥ 0, β > 0 ����

6	@7 ν
√
αμ = ν

√
α
μ

6)@7 ν
√

μ
√
α = νμ

√
α

6�@7
νλ
√
αμλ = ν

√
αμ

;$ %
 α > 0 ���� α
μ
ν = ν

√
αμ = ν

√
α
μ

<$ %
 α > 0 ����

6	@7 αx1αx2 = αx1+x2

6)@7 αx1

αx2
= αx1−x2

6�@7 (αx1)x2 = αx1x2

=$ %
 α, β > 0 ����

6	@7 (αβ)x = αxβx

6)@7 (α
β)x = αx

βx

>$ %
 α > 0 5 α ≠ 1 ���� αx1 = αx2 ⇔ x1 = x2

14$ %
 α > 1 ���� αx1 < αx2 ⇔ x1 < x2

11$ %
 α < 1 ���� αx1 < αx2 ⇔ x1 > x2

13$ logαx = y ⇔⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
α > 0, α ≠ 1

x > 0
αy = x

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
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10$ logx = log10 x5 lnx = loge x

1'$ logα x = lnx
lnα

1:$ %
 α > 05 α ≠ 1 ���� x1 = x2 ⇔ logα x1 = logα x2

1;$ %
 α > 1 ���� x1 < x2 ⇔ logα x1 < logα x2

1<$ %
 0 < α < 1 ���� x1 < x2 ⇔ logα x1 > logα x2

1=$ x1 = x2 ⇔ lnx1 = lnx2

1>$ x1 < x2 ⇔ lnx1 < lnx2

34$ 6	@7 0 < x < 1⇔ lnx < 0

6)@7 x > 1⇔ lnx > 0

6�@7 x = 1⇔ lnx = 0

31$ %
 x1, x2, x > 05 α > 0, α ≠ 1 ����

6	@7 logα (x1x2) = logα x1 + logα x2

6)@7 logα (x1

x2
) = logα x1 − logα x2

6�@7 logα x
k = k logα x

33$ %
 x1, x2, x > 0 ����

6	@7 ln (x1x2) = lnx1 + lnx2

6)@7 ln x1

x2
= lnx1 − lnx2

6�@7 lnxk = k lnx
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 ����


1$ ∣α∣ = { −α 	
 α < 0
α 	
 α ≥ 0

3$ ∣α∣ = α ⇔ α ≥ 0

0$ ∣α∣ = −α ⇔ α ≤ 0

'$ ∣x∣ = ∣α∣ ⇔ x = ±α
:$ − ∣α∣ ≤ α ≤ ∣α∣
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;$ ∣αβ∣ = ∣α∣ ∣β∣
<$ ∣αβ ∣ = ∣α∣∣β∣
=$ ∣αν ∣ = ∣α∣ν
>$ ∣α∣2ν = α2ν

14$ ∣∣α∣ − ∣β∣∣ ≤ ∣α ± β∣ ≤ ∣α∣ + ∣β∣
11$ ∣α + β∣ = ∣α∣ + ∣β∣ ⇔ αβ ≥ 0

�� !������	
 "�� #�����"� $���%����

1$ ∣ α β
γ δ

∣ = ∣ α γ
β δ

∣ = αδ − βγ

3$ ,"��* �� �!����	

{ α1x + β1y = γ1
α2x + β2y = γ2

}(Σ)
���
 ������� 	�� ��
� α1, β1, α2, β2 ��
	� ���-���� ��
 4$ ,"��*

D = ∣ α1 β1

α2 β2
∣

Dx = ∣ γ1 β1

γ2 β2
∣

Dy = ∣ α1 γ1
α2 γ2

∣
.���(

6	@7 %
 D ≠ 0 �� (Σ) ���� ��	 ��
� �!�� (x, y) ��
x = Dx

D
, y = Dy

D

6)@7 %
 D = 0 �	� ������� 	�� ��
� Dx5 Dy ��
	� ���-���� ��
 ����
��
�� (Σ) ��
	� 	�!
	��$

6�@7 %
 D =Dx =Dy = 0 ���� �� (Σ) ���� ������� �!���� (x, y)$
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������ f (x) = αx2 + βx + γ5 α ≠ 05 Δ = β2 − 4αγ$

1$ "�$����%(�)��

6	@7 %
 Δ > 0 ���� � f ���� �!� �
���� ��&�� ρ1,2 = −β±√Δ
2α $ ,��	
 �� x

��
	� ����� �*
 ��&�
 � f(x) ��
	� ������� ��
 α �
� ��	
 ��
	�
���	/! �*
 ��&�
 ��
	� ��������� ��
 α$

6)@7 %
 Δ = 0 ���� � f ���� ��	 ����� ��&	 ρ = −β
2α $ ,��	
 �� x ��
	�

���-��� ��� ������ ��&	� � f(x) ��
	� ������� ��
 α

6�@7 %
 Δ < 0 � f ��
 ���� ��&�� �	� ��
	� ������� ��
 α ��	 ���� ���
��	��	����� ����� ��
 x

3$ *+�����%���,����

6	@7 %
 α > 0 � f ���� �������� ���� ��
 − Δ
4α ��	 x = −β2α $

6)@7 %
 α < 0 � f ���� ������� ���� ��
 − Δ
4α ��	 x = −β2α $

0$ #,+���� ��� �����

6	@7 %
 ��
	� Δ ≥ 0 ���� �� �������	 �	� �� ��
���
� �*
 ��&�
 ��� f
��
	� S = ρ1 + ρ2 = −β

α 5 P = ρ1ρ2 = γ
α

6)@7 %
 �!� 	������ ���

 �������	 S �	� ��
���
� P ���� ��
	� ��&��
��� �/��*��� x2 − Sx +P = 0$
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6 1.6. Trigwnometr�a
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1.6 Trigwnometr�a

1.

0 π
6

π
4

π
3

π
2

ηµ 0 1
2

√
2
2

√
3
2

1

συν 1

√
3
2

√
2
2

1
2

0

εϕ 0

√
3
3

1

√
3 *

σϕ *

√
3 1

√
3
3

0

2. ηµx2 + συνx2 = 1
3. εφx ⋅ σϕx = 1 εφx = ηµx

συνx
σφx = συνx

ηµx

4. συν2x = 1
1+εφ2x

ηµx2 = εφ2x
1+εφ2x

5. συν (−x) = συνx ηµ (−x) = −ηµx
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εϕ (−x) = −εϕx σϕ (−x) = −σϕx
;$ συν (π − x) = −συνx ημ (π − x) = ημx

εϕ (π − x) = −εϕx σϕ (π − x) = −σϕx
<$ συν (π + x) = −συνx ημ (π + x) = −ημx

εϕ (π + x) = εϕx σϕ (π + x) = σϕx

=$ συν (π
2 − x) = ημx ημ (π

2 − x) = συνx

εϕ (π
2 − x) = σϕx σϕ (π

2 − x) = εϕx

>$ συν (α ± β) = συνασυνβ ∓ ημαημβ

ημ (α ± β) = ημασυνβ ± ημβσυνα

εϕ (α ± β) = εϕα±εϕβ
1∓εϕα⋅εϕβ

14$ ημ2α = 2ημασυνα

συν2α = συν2α − ημ2α = 2συν2α − 1 = 1 − 2ημ2α

11$ εϕ2α = 2εϕα
1−εϕ2α ημ2α = 2εϕα

1+εϕ2α συν2α = 1−εϕ2α
1+εϕ2α

13$ συν2α = 1+συν2α
2 ημ2α = 1−συν2α

2

10$ #� ���� ����*
� %?� ���!�



α2 = β2 + γ2 − 2βγσυνA #����� �$� %����
���$�&

α
ημA = 2R #����� �$� ��
���$�' R � �
�(�� ��� �	�
�	�����)��� 
�
���&

��+ ,	��"�
 	-��(�	�


1$ xν = α

ν ������ ν ��������
α ≥ 0 x = ± ν

√
α x = ν

√
α

α < 0 	�!
	�� x = − ν
√−α

3$ ∣x∣ = α

���� ������
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* ��&� '�(�)�

α ≥ 0 α < 0
x = ±α 	�!
	��

0$ ημx = α

∣α∣ ≤ 15 α = ημθ ∣α∣ > 1
x = θ + 2kπ, k ∈ Z5 x = π − θ + 2kπ, k ∈ Z 	�!
	��

'$ συνx = α

∣α∣ ≤ 15 α = συνθ ∣α∣ > 1
x = θ + 2kπ, k ∈ Z5 x = −θ + 2kπ, k ∈ Z 	�!
	��

:$ εϕx = α,α = εϕθ

x = θ + kπ, k ∈ Z
;$ αx = β, α > 0

α > 0 α ≤ 0

x = lnβ
lnα 	�!
	��

<$ lnx = α

x = eα

��. /�'�0�

1$ .� ��)	��
 E �����
�
 ABΓ ��
	�

E = 1

2
αυα = 1

2
βγημA = √

τ (τ − α) (τ − β) (τ − γ) = 1

2
∣D∣

���
 D = det (�→AB,
�→
AΓ) �	� τ = α+β+γ

2 $

������� �	
�����

� �	�

� ��
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�	����
� �� ��	������	
� +

%
 �� ����*
� ��
	� ������
�� ���
��� α ���� E = α2
√
3

4 $

3$ .� ��)	��
 �	�	�����������
 ��
	� )���×!B�� ��
 ����	��
�
 ���
���
α ��
	� α2 �	� ��
 ���)�
 �� ��	�*
��
� δ1, δ2 ��
	�

δ1δ2
2 $ .� ��)	��


��	��&��
 �� )����� B,β �	� !B�� υ ��
	� B+β
2 υ$

0$ .� ��)	��
 �!���
 	���
	� ρ ��
	� πρ2 6�� ����� ��
 ��
	� 2πρ7$ ��	 ��
��)	��
 ����	 �	� �� ����� ��/�
 �*
�	� ϕ ���
��(

����� ��/�
 ��)	��
 ����	

�*
�	 ϕ �� 	���
�	 ρϕ ρ2ϕ
2

�*
�	 ϕ �� ������ πρϕ
180

πρ2ϕ
360

��1 $�
�	�����
	


,"��* �	 �����	 A(x1, y1)5 B(x2, y2)5 Γ (x3, y3)$
1$ C 	����	�� �*
 A, B ��
	�

d = √(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2
3$ .� ���� ��
 ����	��� AB ��
	� �� M (x1+x2

2 , y1+y22
)

0$ � �

�������� ���
�!
��*� ��

�→
AB �	��� �	� ��� �
���	� AB 6�-D���


x1 ≠ x27 ��
	� λ = y2−y1
x2−x1

'$ ,"��* D = ∣ x2 − x1 y2 − y1
x3 − x1 y3 − y1

∣
6	@7 .	 A, B, Γ ��
	� �

�
���	�� 	
 �	� ��
� 	
 D = 0$

6)@7 %
 D ≠ 0 ���� �� ��)	��
 ��
 �����
�
 ABΓ ��
	� 1
2 ∣D∣$

���2 ���
3�����

%

→
α = (x1, y1)5 →β = (x2, y2) ����(

1$ .� �������	���	-��� ��
� ��
	�

→
α±→β = (x1 ± x2, y1 ± y2)

���� ������
�����
���������������������

������� �	
�����

� �	�

� ��
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�� ������ �������
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��
�	�	�����������
����



,- ����� '��	����*����

3$ � ��	������ �

�
	���� ��
� κ
→
α+λ →β ��
	�

κ
→
α+λ →β = (κx1 + λx2, κy1 + λy2)

0$ .� ��*������ ��
���
� ��
� ��
	�
→
α ⋅→β = x1x2 + y1 y2 = ∣→α ∣∣→β ∣συν (→α, →β)

'$ .� ����� ��

→
α ��
	� ∣α⃗∣ = √

α⃗ ⋅ α⃗ = √
x2
1 + y21

:$ E��!�� ∣∣→α ∣ − ∣→β ∣∣ ≤ ∣→α±→β ∣ ≤ ∣→α ∣ + ∣→β ∣







 
 








;$ ∣α⃗ + β⃗∣ = ∣α⃗∣ + ∣β⃗∣ ⇔ α⃗ ⋅ β⃗ = ∣α⃗∣ ∣β⃗∣ ⇔ α⃗↗↗ β⃗

<$
→
α //→β ⇔ ∣ x1 y1

x2 y2
∣ = 0 ⇔6�-, ���
 ���&�
�	� �� �

�������� ���
�!
�

��*�7 λ→
α
= λ→

β

=$
→
α ⊥ →β ⇔ α⃗ ⋅ β⃗ = 0⇔ x1x2+y1y2 = 0⇔6�-D���
 ���&�
�	� �� �

��������
���
�!
��*�7 λ→

α
λ→
β
= −1

���� /��	���43"��


1$ C ��
��� �/��*�� �
���	� ��
	� � Ax + By + Γ = 0 �� ∣A∣ + ∣B∣ ≠ 0 $ %

B ≠ 0 � �
���	 ���� �

������� ���
�!
��*� λ = −A

B = εϕω ���
 ω ��
	�
� �*
�	 ��
 ����	��&�� � �/�
	� x′x �� ��
 �
���	$


x’ x


x’ x
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�	����
� �� ��	������	
� ,,

3$ C 	����	�� ��
 ������
 M (x0, y0) 	�� ��
 �
���	 Ax+By +Γ = 0 ��
	�

d = ∣Ax0+By0+Γ∣√
A2+B2

$

0$ 2�	 �
���	 �� �

������� ���
�!
��*� α ���� �/��*�� ��� ���-�� y =
αx + β$ �� y = α1x + β15 y = α2x + β2 ���
�
�	� 	
 �	� ��
� 	
 α1 ≠ α2

�	� ��
	� ������� 	
 α1α2 = −1$ %
 α1 = α2 = λ �� �
����� ���

 ��
 ���	

���!�

�� �	� 	����	�� ∣β1−β2∣√
1+λ2

�	� 	
 �������
 β1 = β2 ���� �
������

$

'$ � �!���� �� ��
��� �� K (x0, y0) �	� 	���
	 (x − x0)2 + (y − y0)2 = ρ2$
%
 �� + �
������� �� ��
 	��� �*
 	/�
*
 ���� � �!���� ���-��	�
x2 + y2 = ρ2 �	� � �-	�����
� ��
 �� �
��
 ������ ��
 P (x1, y1) ��
	�
x1x + y1y = ρ2$

:$ C �/��*�� x2 +y2 +Ax+By +Γ = 0 ��
	� �/��*�� �!���
 	
 �	� ��
� 	

A2 + B2 − 4Γ > 0$ .� ��
��� ��
 ��
	� �� K (−A

2 ,−B
2
) �	� � 	���
	 ��


��
	� ρ = √A2+B2−4Γ
2 $

;$ ,"��* �
	� �!���� �� ��
��� K �	� 	���
	 ρ �	� d � 	����	�� ��
 K
	�� ��	 �
���	 ε$

<$ F�*��!�� �!� �!���
� �� ��
��	 K15 K2 �	� 	���
�� ρ1 > ρ2$ ,"��* d
� 	����	�� �*
 ��
��*
 ��
� 6�����
����7$
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,� ����� '��	����*����

=$ .� �!
��� �*
 �����*
M ��
 � ����� �* 	�������*
 	�� �!� ��	����
�����	 A,B ��
	� ��	����� �	� ���� �� λ ≠ 1 ��
	� �!���� 6�����
 ���
����������7 �� �������� ��
 ���� ���	 �	 �����	 �	 ����	 ��	���!
 ��
����	 AB ��*������ �	� �/*������ �� ���� λ$
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�	����
� �� ��	������	
� , 

���� #��5�"�
 6�������	�
 7���"(
 $�
���%�	*


1$ y = αx + β

3$ y = αx2

0$ y = α
x

'$ y = αx3

���� ������
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���������������������
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,! ���,� ����
�+� -����!��	
� .��
�/�  ����!"�	%�

:$ y = αx, y = logα x
,

6	@7 α > e
1
e

6)@7 α = e
1
e

6�@7 1 < α < e
1
e

�Για λεπτομέρειες: Μπάμπης Τουμάσης, Πόσο καλά έχουμε κατανοήσει την εκθετική και
λογαριθμική συνάρτηση;, ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄, 1994 τ.3, 52-55
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�	����
� �� ��	������	
� ,"

6�@7 e−e < α < 1

6�@7 α = e−e,

;$ y = ημx, y = συνx
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� .��
�/�  ����!"�	%�

<$ y = εϕx
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������
� �

�	�����
�  ��	���

������� 	- ���� ��� ��������� ������� α + βi ��� γ + δi ����� ���� 

�������� E��!�� α + βi = γ + δi⇔α = γ �	� β = δ

������� 
- !� ������"��� ��� � ������������ ������ ��� ����������
 ���
�������#� α+βi ��� γ + δi ����� �� 	������� ��� �����������#� ������� ���
$

�������� %
 M1(α, β) �	� M2(γ, δ) ��
	� �� ����
�� �*
 α+βi �	� γ +δi
	
�������*� ��� ���	���� �������5 ���� �� �������	 (α + βi) + (γ + δi) =(α + γ) + (β + δ)i �	�����
��	� �� �� ������ M(α + γ,β + δ)$ "����
*�5��→
OM = ��→

OM1 +��→
OM2$

������� �- !� ������"��� ��� � ������������ ������ ���%��	
 ��� ������&
�#� α + βi ��� γ + δi ����� � ���%��	 ��� �����������#� ������� ���
$

1>



�-

�������� C ��	-���(α+βi)−(γ+δi) = (α−γ)+(β−δ)i �	�����
��	� �� �� ������ N(α−γ, β−δ)$
"����
*�5

��→
ON = ��→

OM1 −��→
OM2$

������� �- !� ������"��� ��� (α + βi)(γ + δi) = (αγ − βδ) + (αδ + βγ)i$
�������� ,"��
��( (α + βi)(γ + δi) = α(γ + δi) + βi(γ + δi) = αγ + αδi +

βγi+(βi)(δi) = = αγ+αδi+βγi+βδi2 = αγ+αδi+βγi−βδ = (αγ−βδ)+(αδ+βγ)i
������� .- �� ����	'���� ��'���
 ��� α + βi  

�������� � 	������ α − βi ��
 �
�)���&��	� �� α + βi $

������� /- !� ��%�	���� �� ������ α+βi
γ+δi ( ���� γ + δi ≠ 0 ( ��� ���%�

κ + λi $

�������� ����	��	���&�
�� ��
� ���
� ��
 �����	��� �� �� �
&
��
��
 �	��
��	��� �	� ���
��(

α + βi

γ + δi
= (α + βi)(γ − δi)(γ + δi)(γ − δi) = (αγ + βδ) + (βγ − αδ)i

γ2 + δ2
= αγ + βδ

γ2 + δ2
+ βγ − αδ

γ2 + δ2
i

8��	��
α + βi

γ + δi
= αγ + βδ

γ2 + δ2
+ βγ −αδ

γ2 + δ2
i
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�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�
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�	����
� �� '�%!"�	
� 0	%���� �,

������� '- ����
 ����� �� �����)
 ���	���
 ��� i  

�������� ,"��
��(

i0 = 1, i1 = i, i2 = −1, i3 = i2i = −i
�	� ��
��� 	
 ν = 4ρ + υ5 ���
 ρ �� ������ �	� υ �� 
������� ��� "
�������	�
��	������ ��
 ν �� �� '5 ����(

iν = i4ρ+υ = i4ρiυ = (i4)ρiυ = 1ρiυ = iυ =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 , αν υ = 0
i , αν υ = 1−1 , αν υ = 2−i , αν υ = 3

������� 0- !� ������"��� ��� z1 + z2 = z̄1 + z̄2

�������� z1 + z2 = (α + βi) + (γ + δi) = (α + γ) + (β + δ)i = (α+γ)−(β +
δ)i = (α − βi) + (γ − δi) = z̄1 + z̄2

�������  - !� ������ ��� �"����� αz2+βz+γ = 0 ( �� α,β, γ ∈ R( α ≠ 0
��� Δ < 0

�������� "��	&��	��� ��*� ���
 	
�������� ������*�� ��� R �	� ��
���	����	��&�
��5 �� �� ������ �
�����*��� ����	��
*
5 ��� ���-�(

(z + β

2α
)2 = Δ

4α2

���
 Δ = β2 − 4αγ � ��	���
�
�	 ��� �/��*���$ "����� Δ
4α2 = (−1)(−Δ)

4α2 =
i2(√−Δ)2
(2α)2 = ( ι

√
−Δ
2α )25 � �/��*�� ���-��	�( (z + β

2α)2 = ( i
√
−Δ
2α )2 $ ,%�	 �� �!����

��� ��
	�( z1,2 = −β±i√−Δ2α 5 �� ������ ��
	� �
&
���� ���	����� 	������$

������� 	1- �� ����	'���� �)��� ��� ��������� z = x + yi  

�������� ���&�
�� *� ����� ��
 z ��
 	����	�� ��
 M 	�� ��
 	���

O 5 ���	�� ��
 	����� ∣z∣ = ∣��→OM ∣ = √
x2 + y2

������� 		- !� ������"��� ��� ∣z1 ⋅ z2∣ = ∣z1∣ ⋅ ∣z2∣
���� ������
�����
���������������������
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��

�������� ,"��
��( ∣z1 ⋅ z2∣ = ∣z1∣ ⋅ ∣z2∣ ⇔ ∣z1 ⋅ z2∣2 = ∣z1∣2 ⋅ ∣z2∣2 ⇔(z1 ⋅ z2)(z1 ⋅ z2) = z1 ⋅ z̄1 ⋅ z2 ⋅ z̄2 ⇔ z1 ⋅ z2 ⋅ z̄1 ⋅ z̄2 = z1 ⋅ z̄1 ⋅ z2 ⋅ z̄2
������� 	
- *+��� � )�� �� ���� ��������� ��� R$ �� ����	'���� ����&
������ ���	����� f �� ����� ������� �� A ��� �� ���� ��
 f ��� x ∈ A 

�������� 2�	 ��	���	��	 6�	
�
	7 �� ��
 ����	 ���� �������� x ∈ A 	
�
��������&��	� �� �
	 ��
� ��	��	���� 	����� y$ .� y �
���&��	� ���� ��� f
��� x �	� �
�)���&��	� �� f(x) $
������� 	�- �� ����	'���� ������ ���#� ���
 ���	�����
 f ∶ A → R  

�������� .� �!
��� f(A) = {y∣y = f(x) ��	 ������ x ∈ A} ��
 ���� ��	
�������	 ��
 ��� ����� ��� f �� ��	 �	 x ∈ A $

������� 	�- �� ����	'���� ���%��� ���	����� ���
 ���	�����
 f ∶ A →
R 

�������� .� �!
��� Cf �*
 �����*
 M(x, y) ��	 �	 ����	 ���!�� y =
f(x)5 ���	�� �� �!
��� �*
 �����*
 M(x, f(x)) 5 x ∈ A $

������� 	.- ���� ��� ����������
 �)������ ���
 

�������� 8!� �

	������� f �	� g ����
�	� ���� ��	
 ���

 �� ���� �����
������! A �	� ��	 ���� x ∈ A ���!�� f(x) = g(x) $
������� 	/- �� f ( g( ����� ��� ����������
 �� ������� ��
 ����������

f + g( f − g( fg ��� f

g $

�������� ���&�
�� �� �������	 f + g 5 ��	-��� f − g 5 ��
���
� fg �	�
������ f

g �*
 f 5 g ��� �

	������� �� �!��
� 	
�������*� ��
�

(f + g)(x) = f(x) + g(x) 5 (f − g)(x) = f(x) − g(x) 5 (fg)(x) = f(x)g(x) 5(f
g) (x) = f(x)

g(x)

.� ����� ������! �*
 f +g5 f −g �	� fg ��
	� � ���� A∩B �*
 ����*
 ������!
A �	� B �*
 �

	�����*
 f �	� g 	
�������*�5 �
� �� ����� ������! ��� f

g

��
	� �� A∩B5 �/	���
��
*
 �*
 ����
 ��
 x ��
 ����
�&�

 ��
 �	��
��	���
g(x)5 ���	�� �� �!
���
������� �	
�����

� �	�
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�	����
� �� '�%!"�	
� 0	%���� ��

{x∣x ∈ A �	� x ∈ B5 �� g(x) ≠ 0}
������� 	'- �� f ( g( ����� ��� ����������
 �� ������� �� ������� g ○ f
��
 f �� ��� g$

�������� "�
	� � �

������ �� �!��

(gof)(x) = g(f(x))
�	� ����� ������! �� �!
��� ��
 	��������	� 	�� ��	 �	 �������	 x ��
 �����

������! ��� f ��	 �	 ����	 �� f(x) 	
���� ��� ����� ������! ��� g$ 8��	��
��
	� �� �!
���

A1 = {x ∈ A∣f(x) ∈ B}
������� 	0- *+��� f ��� ���	����� ��� Δ )�� ��	����� ��� ������ ���&
���� ��
$ ���� � f ����	'���� ������
 ��"����( ������
 %�������( ��"����(
%������� ��� Δ 

�������� C f �����	�

� �
���*� 	!/�
�	 ��� Δ ��	
 ��	 ����	������ x1, x2 ∈ Δ �� x1 < x2

���!�� f(x1) < f(x2)
� �
���*� -��
�
�	 ��� Δ5 ��	
 ��	 ����	������ x1, x2 ∈ Δ �� x1 < x2

���!�� f(x1) > f(x2)
� 	!/�
�	 ��� Δ5 ��	
 ��	 ����	������ x1, x2 ∈ Δ �� x1 < x2 ���!��
f(x1) ≤ f(x2)

� -��
�
�	 ��� Δ5 ��	
 ��	 ����	������ x1, x2 ∈ Δ �� x1 < x2 ���!��
f(x1) ≥ f(x2)

������� 	 - ���� � ���	����� f �������	'�� �)����� � ��	����� ���
������ x0 ��� ������ ������� ��
 

�������� 2�	 �

������ f �� ����� ������! A �	 ���� ���(

� �	��
���&�� ��� x0 ∈ A 6�����7 �������5 �� f(x0) 5 ��	
 f(x) ≤ f(x0)
��	 ���� x ∈ A

� �	��
���&�� ��� x0 ∈ A 6�����7 ��������5 �� f(x0) 5 ��	
 f(x) ≥ f(x0)
��	 ���� x ∈ A

������� 
1- �� ����� �� ����	 �������� ���
 ���	�����
 f  

���� ������
�����
���������������������
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��

�������� .� 6�����7 ������� �	� �� 6�����7 �������� ��� f 6�-���
 
����
��

7 ����
�	� 6�����7 	����	�	 ��� f $

������� 
	- ���� ��� ���	����� �)����� ,&, 

�������� 2�	 �

������ f ∶ A → R �����	� �

������ 1 − 15 ��	
 ��	
����	������ x1, x2 ∈ A ���!�� � �

��	�*��

	
 x1 ≠ x2, ���� f(x1) ≠ f(x2)
������� 

- !� ������"��� ��� � ���	����� f(x) = αx+β ( �� α ≠ 0 �����
���	����� 1 − 1 $

�������� %
 
������
�� ��� f(x1) = f(x2) 5 ���� ���
�� ��	������(
αx1 + β = αx2 + β ⇒ αx1 = αx2 ⇒ x1 = x2

������� 
�- ��
 ���'���� � ��������%� ���
 ,&, ���	�����
 

�������� ,"��* ��	 1 − 1 �

������ f ∶ A → R $ .��� ��	 ���� �������� y
��
 �

���
 ����
5 f(A) 5 ��� f 
������ ��
	���� �������� x ��
 �����
 ����
���! ��� A ��	 �� ����� ���!�� f(x) = y �	� �����
*� ���&��	� ��	 �

������
g ∶ f(A) → R �� ��
 ����	 ���� y ∈ f(A) 	
��������&��	� ��� ��
	���� x ∈ A
��	 �� ����� ���!�� f(x) = y $ C g �����	� 	
������-� �

������ ��� f �	�
�
�)���&��	� �� f−1 $

������� 
�- !� ������"��� ��� ��� �	�� ����#����

P (x) = ανx
ν + αν−1xν−1 + ⋯ + α1x + α0

��� �	�� x0 ∈ R ������ lim
x→x0

P (x) = P (x0) $

�������� "-	���&�
�	� ��� ��������� �*
 ���*
 ���
��(

lim
x→x0

P (x) = lim
x→x0

(ανx
ν + αν−1xν−1 + ⋯ + α0)

= lim
x→x0

(ανx
ν) + lim

x→x0

(αν−1xν−1) + ⋯ + lim
x→x0

α0

= αν lim
x→x0

xν + αν−1 lim
x→x0

xν−1 + ⋯ + lim
x→x0

α0

= ανx
ν
0 + αν−1xν−1

0 + ⋯ + α0 = P (x0)
������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������
����������	
��
�	�	�����������
����

���� ������
�����
���������������������



�	����
� �� '�%!"�	
� 0	%���� � 

������� 
.- !� ������"��� ��� ��� �	�� ���� ���	����� f(x) = P (x)
Q(x) ���

�	�� x0 ∈ R �� Q(x0) ≠ 0 ������ lim
x→x0

P (x)
Q(x) = P (x0)

Q(x0) $

�������� ,"��* � ���� �

������ f(x) = P (x)
Q(x) 5 ���
 P (x)5 Q(x) ���
��



�	 ��
 x �	� x0 ∈ R �� Q(x0) ≠ 0$ .��� lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

P (x)
Q(x) = lim

x→x0
P (x)

lim
x→x0

Q(x) =
P (x0)
Q(x0)

������� 
/- ���� ��� ���	����� f �� ����� ������
 �� )�� ������ x0 ���
������ ������� ��
 

�������� ,��	
 ���!�� lim
x→x0

f(x) = f(x0)
������� 
'- ���� ��� ���	����� f ��� ����� ������
 �� )�� ������ x0

��� ������ ������� ��
 

�������� ,��	
(
	7 8�
 
������ �� ���� ��� ��� x0 �
)7 G������ �� ���� ��� ��� x05 	��� ��
	� ��	-������� 	�� ��
 ���� ���5 f(x0)5
��� ������ x0$

������� 
0- ���� �� �)�� ��� ��� ���	����� f ����� ������
 �� )��
������� ��	����� (α,β) 

�������� ,��	
 ��
	� �

���� �� ���� ������ ��
 (α,β)
������� 
 - ���� �� �)�� ��� ��� ���	����� f ����� ������
 �� )��
������� ��	����� [α,β] 

��������

� ,��	
 ��
	� �

���� �� ���� ������ ��
 (α,β) �	� �������

� lim

x→α+
f(x) = f(α) �	� lim

x→β−
f(x) = f(β)

������� �1- !� ������#���� �� ��#���� ��� �������$

�������� ,"��* ��	 �

������ f 5 ������
� �� �
	 ������� �������	 [α,β]$
%
(

���� ������
�����
���������������������

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������

����������	
��
�	�	�����������
����



�!

� � f ��
	� �

���� ��� [α,β] �	�5 �������
5 ���!��
� f(α) ⋅ f(β) < 05

���� 
������ �
	5 ��
�������
5 x0 ∈ (α,β) ������5 ���� f(x0) = 0
�
����( G������ ��	5 ��
�������
5 ��&	 ��� �/��*��� f(x) = 0 ��� 	
�����
�������	 (α,β)$
������� �	- !� ������#���� ��� �� ������"��� �� ��#���� ����	�����
���#�

�������� �
������
� ,"��* ��	 �

������ f 5 � ����	 ��
	� ������
� ��
�
	 ������� �������	 [α,β]$ %
(

� � f ��
	� �

���� ��� [α,β] �	�
� f(α) ≠ f(β)

����5 ��	 ���� 	����� � ���	/! �*
 f(α) �	� f(β) 
������ �
	�5 ��
�������

x0 ∈ (α,β) �������5 ���� f(x0) = η �����
�
� %� 
������
�� ��� f(α) <
f(β)$ .��� �	 ���!�� f(α) < η < f(β)$ %
 ��*����
�� �� �

������ g(x) =
f(x) − η5 x ∈ [α,β]5 �	�	����!�� ���(

� � g ��
	� �

���� ��� [α,β] �	�
� g(α)g(β) < 05 	-�! g(α) = f(α) − η < 0 �	� g(β) = f(β) − η > 0

"����
*�5 �!�-*
	 �� �� ������	 ��
 	
��
�
5 
������ x0 ∈ (α,β) ������5
���� g(x0) = f(x0) − η = 05 ����� f(x0) = η$

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������
����������	
��
�	�	�����������
����

���� ������
�����
���������������������



�	����
� �� '�%!"�	
� 0	%���� �"

������� �
- !� ������#���� �� ��#���� �)�����
 ��� ��	�����
 ����
$

�������� %
 f ��
	� �

���� �

������ ��� [α,β]5 ���� � f �	��
��
��� [α,β] ��	 ������� ���� M �	� ��	 �������� ���� m$ 8��	��5 
����
��

 x1, x2 ∈ [α,β] �����	5 ����5 	
 m = f(x1) �	� M = f(x2)5 
	 ���!��
m ≤ f(x) ≤M 5 ��	 ���� x ∈ [α,β]$
������� ��- ���� ����� �� ������ ���#� ���
 �������
( ��� �������
(
���	�����
 f �� ����� ������� �� [α,β] 

�������� .� ������� �������	 [m,M]5 ���
 m � �������� ���� �	� M �
������� ���� ���$

������� ��- ���� ����� �� ������ ���#� ���
 ������
 ��"����
 -��������&
��
 %�������
. ��� �������
 ���	�����
 �����)��
 �� )�� ������� ��	�����(α,β) 

�������� .� �������	 (A,B) 6	
�������*� (B,A)7 ���
 A = lim
x→α+

f(x)
�	� B = lim

x→β−
f(x)$

������� �.- ��
 ���'���� � �%�����)�� ��
 Cf ��� ������ ��
 A 

�������� ,"��* f ��	 �

������ �	� A(x0, f(x0)) �
	 ������ ��� Cf $ %



������ �� lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

�	� ��
	� �
	� ��	��	����� 	������ λ5 ���� ���&�
��

*� �-	�����
� ��� Cf ��� ������ ��� A5 ��
 �
���	

ε( y − f(x0) = λ(x − x0)
��
 �������	� 	�� �� A �	� ���� �

������� ���!�

��� λ$

������� �/- ���� ��� ��� ���	����� f ����� ������������ �* )�� ������
x0 ��� ������ ������� ��
 

�������� %
 
������ �� lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

�	� ��
	� ��	��	����� 	������$ .�

���� 	
�� �
���&��	� �	���*��� ��� f ��� x0 �	� �
�)���&��	� �� f ′(x0)$ 8��
�	��( f ′(x0) = lim

x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

$

������� �'- �� ����	'���� ����� ��
 Cf ��� A(x0, f(x0)) � ����� ��
 f
��� x0 

���� ������
�����
���������������������

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������

����������	
��
�	�	�����������
����



�*

�������� C ����� f ′(x0) ��� �-	�����
�� � ��� A(x0, f(x0)) $
������� �0- !� ������"��� ��� �� ��� ���	����� f ����� ������������ �*
)�� ������ x0( ���� ����� ��� ������
 ��� ������ ����$

�������� ��	 x ≠ x0 ���
��

f(x) − f(x0) = f(x) − f(x0)
x − x0

⋅ (x − x0)
�����

lim
x→x0

[f(x) − f(x0)] = lim
x→x0

[f(x) − f(x0)
x − x0

⋅ (x − x0)]
= lim

x→x0

f(x) − f(x0)
x − x0

⋅ lim
x→x0

(x − x0) = f ′(x0) ⋅ 0 = 0

	-�! � f ��
	� �	�	�*������ ��� x0$
"����
*�5 lim

x→x0

f(x) = f(x0)5 ���	�� � f ��
	� �

���� ��� x0$

������� � - !� ������"��� ��� � ���	����� f(x) = ∣x∣ �� ��� ������
 ���
x0 = 0( ��� ����� ������������ �* ����$

�������� ,"��* � �

������ f(x) = ∣x∣$ C f ��
	� �

���� ��� x0 = 05

	��� ��
 ��
	� �	�	�*������ �, 	
��5 	-�! lim
x→0+

f(x)−f(0)
x−0 = lim

x→0

x
x = 15 �
�

lim
x→0−

f(x)−f(0)
x−0 = lim

x→0

−x
x = −1$

������� �1- ���� �)�� ��� ��� ���	����� f �� ����� ������� )�� ������
A �)�� ���/

,$ 0 f ����� ������������ ��� A 

1$ 0 f ����� ������������ �� )�� ������� ��	����� (α,β) ��� ������ ���&
���� ��
 

2$ 0 f ����� ������������ �� )�� ������� ��	����� [α,β] ��� ������ �������
��
 

��������

1$ C f ��
	� �	�	�*������ ��� A ��	
 ��
	� �	�	�*������ �� ���� ������
x0 ∈ A$
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�	����
� �� '�%!"�	
� 0	%���� �+

3$ C f ��
	� �	�	�*������ �� �
	 	
����� �������	 (α,β) ��
 �����
 ����
���! ���5 ��	
 ��
	� �	�	�*������ �� ���� ������ x0 ∈ (α,β)$

0$ C f ��
	� �	�	�*������ �� �
	 ������� �������	 [α,β] ��
 �����
 ����
���! ���5 ��	
 ��
	� �	�	�*������ ��� (α,β) �	� �������
 ���!�� lim

x→α+

f(x)−f(α)
x−α ∈

R �	� lim
x→β−

f(x)−f(β)
x−β ∈ R$

������� �	- �� ����	'���� ���	����
 ���
 ���	�����
 f �� ����� �������
A 

�������� ,"��* A1 �� �!
��� �*
 �����*
 ��
 A ��	 ����	 	
�� ��
	� �	�
�	�*������$ %
��������&�
�	� ���� x ∈ A1 ��� f ′(x)5 ���&�
�� �� �

������

f ′ ∶ A1 → R, x → f ′(x),
� ����	 �
���&��	� ����� �	���*��� ��� f � 	��� �	���*��� ��� f $

������� �
- !� ������"��� ��� � ������� ���	����� f(x) = c( c ∈ R �����
������������ ��� R ��� ������ f ′(x) = 0$

�������� %
 x0 ��
	� �
	 ������ ��
 R5 ���� ��	 x ≠ x0 ���!��(
f(x)−f(x0)

x−x0
=

c−c
x−x0

= 0 $ "����
*� lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

= 0 5 ���	�� (c)′ = 0 $

������� ��- !� ������"��� ��� � ���	����� f(x) = x ����� ������������
��� R ��� ������ f ′(x) = 1 $

�������� %
 x0 ��
	� �
	 ������ ��
 R5 ���� ��	 x ≠ x0 ���!��(
f(x)−f(x0)

x−x0
=

x−x0

x−x0
= 1 $ "����
*� lim

x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

= lim
x→x0

1 = 1 5 ���	�� (x)′ = 1 $

������� ��- !� ������"��� ��� � ���	����� f(x) = xν ����� ������������
��� R ��� ������ f ′(x) = νxν−1 $

�������� %
 x0 ��
	� �
	 ������ ��
 R5 ���� ��	 x ≠ x0 ���!��(

f(x) − f(x0)
x − x0

= xν − xν
0

x − x0

= (x − x0)(xν−1 + xν−2x0 + ⋯ + xν−1
0 )

x − x0

= xν−1+xν−2x0+⋯+xν−1
0

�����

lim
x→x0

f(x) − f(x0)
x − x0

= lim
x→x0

(xν−1+xν−2x0+⋯+xν−1
0 ) = xν−1

0 +xν−1
0 +⋯+xν−1

0 = νxν−1
0

���	�� (xν)′ = νxν−1 $

���� ������
�����
���������������������
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�-

������� �.- !� ������"��� ��� � ���	����� f(x) = √
x ����� ������������

��� (0,+∞) ��� ������ f ′(x) = 1
2
√
x
$ ����� �� ������"��� ��� �� ��� ������


��� 3 ��� ����� ������������ �* ����$

�������� %
 x0 ��
	� �
	 ������ ��
 (0,+∞) 5 ���� ��	 x ≠ x0 ���!��(

f(x) − f(x0)
x − x0

= √
x −√

x0

x − x0

= (√x −√
x0) (√x +√

x0)(x − x0) (√x +√
x0)

= x − x0(x − x0) (√x +√
x0) = 1√

x +√
x0

����� lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

= lim
x→x0

1√
x+√x0

= 1
2
√
x0
5 ���	�� (√x)′ = 1

2
√
x
$

.���� lim
x→0

f(x)−f(0)
x−0 = lim

x→0

√
x
x = lim

x→0

1√
x
= +∞ �	� �����
*� � �

������ ��


�	�	�*��&��	� ��� 4$

������� �/- !� ������"��� ��� � ���	����� f(x) = ημx ����� ������������
��� R ��� ������ f ′(x) = συνx $

�������� ��	 ���� x ∈ R �	� h ≠ 0 ���!��

f(x + h) − f(x)
h

= ημ(x + h) − ημx

h
= ημx ⋅ συνh + συνx ⋅ ημh − ημx

h

= ημx ⋅ (συνh − 1)
h

+ συνx ⋅ ημh
h

"����� lim
h→0

ημh
h = 1 �	� lim

h→0

συνh−1
h = 0 5 ���
�� lim

h→0

f(x+h)−f(x)
h = ημx⋅0+συνx⋅1 =

συνx $ 8��	��5 (ημx)′ = συνx $

������� �'- !� ������"��� ��� � ���	����� f(x) = συνx ����� ��������&
���� ��� R ��� ������ f ′(x) = −ημx $

�������� ��	 ���� x ∈ R �	� h ≠ 0 ���!��(

f(x + h) − f(x)
h

= συν(x + h) − συνx

h
= συνx ⋅ συνh − ημx ⋅ ημh − συνx

h

= συνx ⋅ συνh − 1

h
− ημx ⋅ ημh

h

����� lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h = lim

h→0
(συνx ⋅ συνh−1h )− lim

h→0
(ημx ⋅ ημhh )= συνx ⋅0−ημx ⋅1 =−ημx$ 8��	��5 (συνx)′ = −ημx$
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�	����
� �� '�%!"�	
� 0	%���� �,

������� �0- !� ������"��� ��� �� �� ����������
 f, g ����� ������������

��� x0( ���� � ���	����� f + g ����� ������������ ��� x0 ��� ������/ (f +
g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0)

�������� ��	 x ≠ x0 5 ���!��(

(f + g)(x) − (f + g)(x0)
x − x0

= f(x) + g(x) − f(x0) − g(x0)
x − x0

== f(x) − f(x0)
x − x0

+g(x) − g(x0)
x − x0

"����� �� �

	������� f, g ��
	� �	�	�*������� ��� x0 5 ���
��(

lim
x→x0

(f + g)(x) − (f + g)(x0)
x − x0

= lim
x→x0

f(x) − f(x0)
x − x0

+ lim
x→x0

g(x) − g(x0)
x − x0

= f ′(x0)+g′(x0)
���	�� (f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0) $
������� � - !� ������"��� ��� � ���	����� f(x) = x−ν ( ν ∈ N∗ �����
������������ ��� R∗ ��� ������ f ′(x) = −νx−ν−1$

�������� ��	 ���� ν ∈ N∗ ���
��( (x−ν)′ = ( 1
xν )′ = (1)′xν−1(xν)′

(xν)2 = −νxν−1

x2ν =−νx−ν−1
������� .1- !� ������"��� ��� � ���	����� f(x) = εφx ����� ������������
��� R1 = R − {x ∣συνx = 0} ��� ������ f ′(x) = 1

συν2x $

�������� ��	 ���� x ∈ R1 ���
��(

(εφx)′ = ( ημx

συνx
)′ = (ημx)′συνx − ημx(συνx)′

συν2x
=

= συνxσυνx + ημxημx

συν2x
= συν2x + ημ2x

συν2x
= 1

συν2x

������� .	- !� ������"��� ��� ���	����� f(x) = xα( α ∈ R − Z �����
������������ ��� (0,+∞) ��� ������ f ′(x) = αxα−1$

�������� %
 y = xα = eα lnx �	� ����
�� u = α lnx5 ���� ���
�� y = eu$
"����
*�5 y′ = (eu)′ = eu ⋅ u′ = eα lnx ⋅ α ⋅ 1x = xα ⋅ αx = αxα−1$

������� .
- !� ������"��� ��� � ���	����� f(x) = αx ( α > 0 ����� ����&
�������� ��� R ��� ������ f ′(x) = αx lnα$

���� ������
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��

�������� %
y = αx = ex lnα �	� ����
�� u = x lnα 5 ���� ���
�� y = eu $
"����
*� y′ = (eu)′ = eu ⋅ u′ = ex lnα ⋅ lnα = αx lnα

������� .�- !� ������"��� ��� � ���	����� f(x) = ln ∣x∣ ( x ∈ R∗ �����
������������ ��� R∗ ��� ������ (ln ∣x∣ )′ = 1

x $

�������� �����	��$ � 	
 x > 0 5 ���� (ln ∣x∣ )′ = (lnx)′ = 1
x 5 �
� � 	


x < 0 5 ���� ln ∣x∣ = ln(−x) 5 �����5 	
 ����
�� y = ln(−x) �	� u = −x 5 ���
��
y = lnu $ "����
*�5 y′ = (lnu)′ = 1

u ⋅ u′ = 1
−x(−1) = 1

x

�	� ��	 (ln ∣x∣ )′ = 1
x $

������� .�- �� ����	'���� �����
 ����4���
 ��� y = f(x) �
 ���
 x  

�������� 9
���� ���	)���� ��
 y *� ���� �� x ��� ������ x0 ��
	� �
�	���*��� f ′(x0) $
������� ..- !� ������#���� �� ��#���� ��� ����� ��� �� �#���� ���
���������� �������� ���$

�������� %
 ��	 �

������ f ��
	�(

� �

���� ��� ������� �������	 [α,β]
� �	�	�*������ ��� 	
����� �������	 (α,β) �	�
� f(α) = f(β)

���� 
������ �
	5 ��
�������
5 ξ ∈ (α,β) ������5 ����( f ′(ξ) = 0
�������
��5 	
�� ���	�
�� ��� 
������ �
	5 ��
�������
5 ξ ∈ (α,β) ������5 ��
��� � �-	�����
� ��� Cf ���M(ξ, f(ξ)) 
	 ��
	� �	������� ���
 �/�
	 �*
 x$
������� ./- !� ������#���� �� ��#���� �)��
 ����
 ���%������ ��������
��� �� �#���� ��� ���������� �������� ���$

�������� %
 ��	 �

������ f ��
	�(

� �

���� ��� ������� �������	 [α,β] �	�
� �	�	�*������ ��� 	
����� �������	 (α,β)

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
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�	����
� �� '�%!"�	
� 0	%���� ��

���� 
������ �
	5 ��
�������
5 ξ ∈ (α,β) ������5 ����( f ′(ξ) = f(β)−f(α)
β−α $

�������
��5 	
�� ���	�
�� ��� 
������ �
	5 ��
�������
5 ξ ∈ (α,β) ������5 ��
��� � �-	�����
� ��� ��	-���� �	����	��� ��� f ��� ������ M(ξ, f(ξ)) 
	
��
	� �	������� ��� �
���	� %?$

������� .'- !� ������"��� ��� �� f ����� ��� ���	����� �����)�� �� )��
��	����� 5 ���

� � f ����� ������
 ��� 5 ���

� f ′(x) = 0 ��� �	�� ������
�� ������ x ��� 5(

���� � f ����� ������� �� ��� �� ��	����� 5$

�������� %���� 
	 	�����/�
�� ��� ��	 ����	������ x1, x2 ∈ Δ ���!��
f(x1) = f(x2)$ �����	��

� %
 x1 = x25 ���� ���-	
�� f(x1) = f(x2)$
� %
 x1 < x25 ���� ��� �������	 [x1, x2] � f ��	
������ ��� 
�������� ��

��*���	��� ����� �����$ "����
*�5 
������ ξ ∈ (x1, x2) ������5 ����

f ′(ξ) = f(x2) − f(x1)
x2 − x1

(1)
"����� �� / ��
	� ��*������ ������ ��
 85 ���!�� f ′(ξ) = 05 �����5 ���*
��� 6175 ��
	� f(x1) = f(x2)$ %
 x2 < x15 ���� ����*� 	������
!��	� ���
f(x1) = f(x2)$

#� ����5 �����
5 ��� ����������� ��
	� f(x1) = f(x2)$
������� .0- !� ������"��� ��� �� ��� ����������
 f ( g �����)��
 �� )��
��	����� Δ ���

� �� f, g ����� �������
 ��� 5 ���

� f ′(x) = g′(x) ��� �	�� ������
�� ������ x ��� 5(

���� ��	���� ������	 c �)����( #��� ��� �	�� x ∈Δ �� ������/ f(x) = g(x) + c
�������� C �

������ f −g ��
	� �

���� ��� 8 �	� ��	 ���� ��*������

������ x ∈ Δ ���!�� (f − g)′(x) = f ′(x) − g′(x) = 0$ "����
*�5 �!�-*
	 ��
�� �	�	��
* ������	5 � �

������ f − g ��
	� ��	���� ��� Δ$ ,%�	5 
������
��	���� c �����	5 ���� ��	 ���� x ∈ Δ 
	 ���!�� f(x) − g(x) = c 5 �����
f(x) = g(x) + c$
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��

������� . - *+��� ��� ���	����� f ( � ����� ����� ���� �� �� )�� ��	���&
�� 5$ !� ������"��� ���

� �� f ′(x) > 0 �� �	�� ������
�� ������ x ��� Δ( ���� � f ����� ������

��"���� �� ��� �� Δ$

� �� f ′(x) < 0 �� �	�� ������
�� ������ x ��� Δ( ���� � f ����� ������

%������� �� ��� �� Δ$

�������� %������
!�
�� �� ������	 ���
 ������*�� ��
 ��
	� f ′(x) > 0$
,"��* x1 x2 ∈ Δ �� x1 < x2$ F	 ���/�
�� ��� f(x1) < f(x2)$ �����	��5 ���
�������	 [x1, x2] � f ��	
������ ��� ���H�������� ��
 ��*���	��� ����� �����$
"����
*�5 
������ ξ ∈ (x1, x2) ������5 ���� f ′(ξ) = f(x2)−f(x1)

x2−x1
����� ���
��

f(x2) − f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1)$ "����� f ′(ξ) > 0 �	� x2 − x1 > 05 ���
��
f(x2) − f(x1) > 0 5 ����� f(x1) < f(x2)$
#��
 ������*�� ��
 ��
	� f ′(x) < 0 ���	&��	��� 	
	���*�$

������� /1- ��
 ���'���� � �)�� ������� �������� ��� ������� ���������
���
 ���	�����
 f  

�������� 2�	 �

������ f 5 �� ����� ������! %5 �	 ���� ��� �	��
����
&�� ��� x0 ∈ A ������ ������� 6	
�������*�( ������ ��������75 ��	
 
������
δ > 0 5 ������ ���� f(x) ≤ f(x0) 6	
�������*� f(x) ≥ f(x0) 7 ��	 ����
x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ) $ .� x0 �����	� ���� � ������ ������! �������
5 �
�
�� f(x0) ������ ������� 6	
�������*� ������ ��������75 ��� f $
������� /	- !� ������"��� �� ��#���� ��� 	�
���/ *+��� ��� ���	�����
f �����)�� �* )�� ��	����� 5 ��� x0 )�� ��������� ������ ��� 5$ �� � f
�������	'�� ������ �������� ��� x0 ��� ����� ������������ ��� ������ ����(
���� f ′(x0) = 0$

�������� %� 
������
�� ��� � f �	��
���&�� ��� x0 ������ �������$
"����� �� x0 ��
	� ��*������ ������ ��
 8 �	� � f �	��
���&�� �, 	
�� ������
�������5 
������ δ > 0 ������5 ����

(x0 − δ, x0 + δ) ⊆Δ �	� f(x) ≤ f(x0)5 ��	 ���� x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) 617
"�����5 �������
5 � f ��
	� �	�	�*������ ��� x0 5 ���!��

f ′(x0) = lim
x→x−0

f(x) − f(x0)
x − x0

= lim
x→x+0

f(x) − f(x0)
x − x0

"����
*�5
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�	����
� �� '�%!"�	
� 0	%���� � 

� 	
 x ∈ (x0 − δ, x0) 5 ����5 ���* ��� 6175 �	 ��
	� f(x)−f(x0)
x−x0

≥0 5 ����� �	
���
��

f ′(x0) = lim
x→x−0

f(x)−f(x0)
x−x0

≥ 0 (2)
� 	
 x ∈ (x0, x0 + δ) 5 ����5 ���* ��� 6175 �	 ��
	� f(x)−f(x0)

x−x0
≤0 5 ����� �	

���
��

f ′(x0) = lim
x→x+0

f(x)−f(x0)
x−x0

≤ 0 (3)
,"���5 	�� ��� 637 �	� 607 ���
�� f ′(x0) = 0$ C 	�����/� ��	 ������ ��������
��
	� 	
�����$

������� /
- *+��� ��� ���	����� f ������������ �* )�� ��	����� (α,β)(
�� �"������ ���
 )�� ������ ��� x0( ��� ����� ���
 � f ����� ������
$ !�
������"��� ���/

,$ �� f ′(x) > 0 ��� (α,x0) ��� f ′(x) < 0 ��� (x0, β)( ���� �� f(x0) �����
������ �)����� ��
 f $

1$ �� � f ′(x) �������� ������� ��� (α,x0) ∪ (x0, β)( ���� �� f(x0) ���
����� ������ �������� ��� � f ����� ������
 �������� ��� (α,β)$

��������

1$ "����� f ′(x) > 0 ��	 ���� x ∈ (α,x0) �	� � f ��
	� �

���� ��� x05 � f
��
	� �
���*� 	!/�
�	 ��� (α,x0]$ ,"��� ���
��

f(x) ≤ f(x0) ��	 ���� x ∈ (α,x0] (1)
"����� f ′(x) < 0 ��	 ���� x ∈ (x0, β) �	� � f ��
	� �

���� ��� x05 � f
��
	� �
���*� -��
�
�	 ��� [x0, β)$ ,"��� ���
��(

f(x) ≤ f(x0) ��	 ���� x ∈ [x0, β) (2)
"����
*�5 ���* �*
 617 �	� 6375 ���!��(

f(x) ≤ f(x0) ��	 ���� x ∈ (α,β)
��
 ���	�
�� ��� �� f(x0) ��
	� ������� ��� f ��� (α,β) �	� ��	 ������
������� 	
���$
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�!

3$ ,"��* ��� f ′(x) > 05 ��	 ���� x ∈ (α,x0) ∪ (x0, β)
"����� � f ��
	� �

���� ��� x0 �	 ��
	� �
���*� 	!/�
�	 �� ���� �
	
	�� �	 ��	����	�	 (α,x0] �	� [x0, β)$ "����
*�5 ��	 x1 < x0 < x2 ���!��
f(x1) < f(x0) < f(x2)$ ,%�	 �� f(x0) ��
 ��
	� ������ 	����	�� ��� f $
F	 ���/�
��5 ���	5 ��� � f ��
	� �
���*� 	!/�
�	 ��� (α,β)$ �����	��5
���* x1, x2 ∈ (α,β) �� x1 < x2$

� %
 x1, x2 ∈ (α,x0]5 ������ � f ��
	� �
���*� 	!/�
�	 ��� (α,x0]5
�	 ���!�� f(x1) < f(x2)$

� %
 x1, x2 ∈ [x0, β)5 ������ � f ��
	� �
���*� 	!/�
�	 ��� [x0, β)5
�	 ���!�� f(x1) < f(x2)$

� .����5 	
 x1 < x0 < x25 ���� ��*� ���	�� f(x1) < f(x0) < f(x2)$
"����
*�5 �� ���� ��� ����������� ���!�� f(x1) < f(x2)5 ����� � f ��
	�
�
���*� 	!/�
�	 ��� (α,β)$
����*�5 	
 f ′(x) < 0 ��	 ���� x ∈ (α,x0) ∪ (x0, β)$

������� /�- ���� ��� ���	����� f �� �)����� ����� -����������
 �����.
�� )�� ��	����� 5  

�������� %
 ��
	� �

���� ��� 8 �	� �	�	�*������ ��� ��*������ ��
 8 �	�
� f ′ ��
	� �
���*� 	!/�
�	 6	
�������*�( �
���*� -��
�
�	 7 ��� ��*������
��
 8$

������� /�- *+��� ��� ���	����� f ������������ �* )�� ��	����� (α,β)(
�� �"������ ���
 )�� ������ ��� x0$ ���� �� ������ A(x0, f(x0)) ����	'����
������ �����
 ��
 ���%���
 ���	�����
 ��
 f  

�������� .� ������ A(x0, f(x0)) �
���&��	� ������ �	���� ��� ��	-����
�	����	��� ��� f 	
 ���!��(

� � f ��
	� �
��� ��� (α,x0) �	� ����� ��� (x0, β)5 � 	
������-*�5 �	�
� � Cf ���� �-	�����
� ��� ������ A(x0, f(x0))$

������� /.- ���� � ������ x = x0 �)����� ��������%� ��������� ��

���%���
 ���	�����
 ��
 f  

�������� %
 �
	 ��
�������
 	�� �	 ���	 lim
x→x+0

f(x) 5 lim
x→x−0

f(x) ��
	� +∞
� −∞ 5 ���� � �
���	 x = x0 �����	� �	�	���
-� 	�!���*�� ��� ��	-����
�	����	��� ��� f $
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�	����
� �� '�%!"�	
� 0	%���� �"

������� //- ���� � ������ y = � �)����� ���'����� ��������� ��
 ���%�&
��
 ���	�����
 ��
 f ��� +∞ -����������
 ��� −∞ . 

�������� %
 ���!�� lim
x→+∞f(x) = � 6	
�������*� lim

x→−∞f(x) = �) 7
������� /'- ���� � ������ y = λx + β �)����� ��������� ��
 ���%���

���	�����
 ��
 f ��� +∞ -����������
 ��� −∞. 

�������� %
 ���!�� lim
x→+∞[f(x)−(λx+β)] = 0 5 6	
�������*� lim

x→−∞[f(x)−(λx + β)] = 0 7

������� /0- �� ������ y = λx+β ����� ��������� ��
 ���%���
 ���	���&
��
 ��
 f ��� +∞( ����������
 ��� −∞ ����
 ��)���
 ��
 ������ �� λ,β 

��������

lim
x→+∞

f(x)
x = λ �	� lim

x→+∞[f(x) − λx] = β 	
�������*�

lim
x→−∞

f(x)
x = λ �	� lim

x→−∞[f(x) − λx] = β

������� / - !� ������#���� ���
 ������
 ��� 
� �� ��������$

��������

2��-� 0
0 %
 lim

x→x0

f(x) = 0 5 lim
x→x0

g(x) = 0 5 x0 ∈ R ∪ {−∞, +∞} �	� 
������
�� lim

x→x0

f ′(x)
g′(x) 6�����	���
� � ������75 ����( lim

x→x0

f(x)
g(x) = lim

x→x0

f ′(x)
g′(x) $

2��-� +∞
+∞ %
 lim

x→x0

f(x) = +∞ 5 lim
x→x0

g(x) = +∞ 5 x0 ∈ R ∪ {−∞, +∞} �	�

������ �� lim

x→x0

f ′(x)
g′(x) 6�����	���
� � ������75 ����( lim

x→x0

f(x)
g(x) = lim

x→x0

f ′(x)
g′(x) $

������� '1- *+��� f ��� ���	����� �����)�� �� )�� ��	����� 5$ ��
����	'���� ���	����� ��
 f ��� 5  

�������� �
���&��	� ���� �

������ F ��
 ��
	� �	�	�*������ ��� 8
�	� ���!�� F ′(x) = f(x) 5 ��	 ���� x ∈Δ $

������� '	- *+��� f ��� ���	����� �����)�� �� )�� ��	����� 5$ !�
������"��� ��� �� F ����� ��� ���	����� ��
 f ��� 5( ����

� ���
 �� ����������
 ��
 ���%�
 G(x) = F (x) + c( c ∈ R ����� ���	�����

��
 f ��� 5 ���

���� ������
�����
���������������������
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�*

� �	�� 	��� ���	����� G ��
 f ��� 5 ������� �� ���%� G(x) = F (x)+ c(
c ∈ R

��������

� +��� �

������ ��� ���-�� G(x) = F (x) + c5 ���
 c ∈ R5 ��
	� ��	
�	����
�	 ��� f ��� 8 	-�! G′(x) = (F (x) + c)′ = F ′(x) = f(x) ��	
���� x ∈ Δ$

� ,"��* G ��
	� ��	 ���� �	����
�	 ��� f ��� 8$ .��� ��	 ���� x ∈ Δ
���!�

 F ′(x) = f(x) �	� G′(x) = f(x)5 ����� G′(x) = F ′(x)5 ��	 ����
x ∈ Δ$ ,%�	 
������ ��	���� c �����	5 ���� G(x) = F (x) + c5 ��	 ����
x ∈Δ$

������� '
- �� ����	'���� ������� ���������� ��
 f ��� 5 

�������� �
���&��	� �� �!
��� ��*
 �*
 �	�	��
��
 ��� �

������� f
��� �������	 8 �	� �
�)���&��	� ∫ f(x)dx$
������� '�- *+��� f ��� ������
 ���	����� �* )�� ��	����� [α,β] ��� G

��� ���	����� ��
 f ��� [α,β] $ !� ������"��� ���/ ∫ β

α f(t)dt = G(β) −G(α)
�������� C �

������ F (x) = ∫ x

α f(t)dt ��
	� ��	 �	����
�	 ��� f ���[α,β]$ "����� �	� � G ��
	� ��	 �	����
�	 ��� f ��� [α,β]5 �	 
������ c ∈ R
������5 ����

G(x) = F (x) + c (1)
%�� ��
 6175 ��	 x = α5 ���
��

G(α) = F (α) + c = ∫ α

α
f(t)dt + c = c

����� c = G(α)$ "����
*�5 G(x) = F (x) +G(α)5 �����5 ��	 x = β5 ���
��

G(β) = F (β) +G(α) = ∫ β

α f(t)dt +G(α) �	� ��	
∫ β

α
f(t)dt = G(β) −G(α)

������� '�- *+��� ��� ����������
 f ��� g( �������
 ��� ��	����� [α,β]
�� f(x) ≥ g(x) ≥ 0 ��� �	�� x ∈ [α,β] ��� 6 �� ����� ��� ������������ ��� ��

���%��)
 ������	���
 ��� f, g ��� ��
 ������
 x = α ��� x = β$ !� ������"���

��� ��� �� ��4���� +-6. ��� 6 ������ E(Ω) = ∫ β

α (f(x) − g(x))dx$
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�	����
� �� '�%!"�	
� 0	%���� �+

�������� �	�	����!�� ���

E(Ω) = E(Ω1) −E(Ω2) = ∫ β

α
f(x)dx − ∫ β

α
g(x)dx = ∫ β

α
(f(x) − g(x))dx

"����
*�( E(Ω) = ∫ β

α (f(x) − g(x))dx

������� '.- *+��� ��� ����������
 f ��� g( �������
 ��� ��	����� [α,β]
�� f (x) ≥ g (x) ��� �	�� x ∈ [α,β] ��� 6 �� ����� ��� ������������ ��� ��
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�-

���%��)
 ������	���
 ��� f, g ��� ��
 ������
 x = α ��� x = β$ !� ������"���

��� ��� �� ��4���� +-6. ��� 6 ������ E(Ω) = ∫ β

α (f(x) − g(x))dx$

�������� �����	��5 ������ �� �

	������� f, g ��
	� �

����� ��� [α,β]5
�	 
������ 	������ c ∈ R ������� ���� f(x) + c ≥ g(x) + c ≥ 05 ��	 ���� x ∈[α,β]$ "�
	� -	
��� ��� �� �*��� I 6#�$ 	7 ���� �� ���� ��)	��
 �� �� �*��� Ω′
6#�$ )7$ "����
*�5 ���
��( E(Ω) = E(Ω′) = ∫ β

α [(f(x) + c) − (g(x) + c)]dx =
∫ β

α (f(x) − g(x))dx$ ,%�	 E(Ω) = ∫ β

α (f(x) − g(x))dx$
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������
� !

"	��

�� �	�����
�

��	
����
�� 
����� ��� ��� 
��	
�
� ������
�� �����	������
� ���� 
�
���
��

��
���
��� ����
���� �����
�� ����
���� �� ������������� ����

����	�� 	- *+��
 ��������
 ����� ����������
 �� ��� ���� �� ����� ���
 ��
��� ��'��� ���$

����
��� %
 z = α + βi, α, β ∈ R ���� z − z̄ = 2βi �	� �����
*�

z ∈ R⇔ β = 0⇔ z − z̄ = 0⇔ z = z̄

����	�� 
- �� ��� ������
 ���	����� �����)�� �� )�� ������� ��	�����(σ1, σ2) )��� ��� �������� lim
x→σ1

f (x) = −∞( lim
x→σ2

f (x) = +∞ ���� �� ������

���#� ��
 ����� �� R$

����
��� %���� 
	 ���/�
�� ��� ���� ��	��	����� 	������ y ��
	� ����
��� f $ %-�! lim

x→σ1

f (x) = −∞ � f �	 �	��
�� �	� ����� ���������� ��
 y ���	��

�	 
������ x1 ∈ (σ1, σ2) ���� f (x1) < y$ %-�! lim
x→σ2

f (x) = +∞ � f �	 �	��
��

�	� ����� ���	�!����� ��
 y ���	�� �	 
������ x2 ∈ (σ1, σ2) ���� y < f (x2)$
���-	
�� x1 ≠ x2 �	� 	�� �� ������	 �
��	���*
 ����
 �	 
������ x ���
�������	 �� ���	 �	 x1, x2������ ���� f (x) = y$ "����
*� � y ��
	� ���� ���
f.

����	�� �- 7�� �	�� x > 0 �����

lnx ≤ x − 1

��� �� 89: ������ ���� ��� x = 1$

����
��� "-	����� ��
 �������! )�)���
$

'1



��

����	�� �- 7�� �	�� x �����

ex ≥ x + 1

��� �� 89: ������ ���� ��� x = 0$

����
��� ��	 ���
� ��
� ������!� 	�����!� x ���!��

lnx ≤ x − 1

�	� �� �J� ���!�� ��
� ��	 x = 1$ "����
*� �	� ��	 ��
 ������ ex ���!��
ln ex ≤ ex − 1 �	� �� �� �J� ���!�� ��
� ��	 ex = 1 ���	�� x = 0$ "����
*�
x ≤ ex − 1 �	� �� �J� ���!�� ��
� ��	 x = 0$ ,%�	 ex ≥ x + 1 �	� �� �J� ���!��
��
� ��	 x = 0$

����	�� .- �� �� ����������
 f, g ����� �����)��
 ��� ��	����� Δ ���
������ ∣g (x)∣ <m ��� ��� �� x ∈Δ ��� lim

x→σ
f (x) = 0 ���� lim

x→σ
f (x) g (x) = 0$

����
��� "�
	�(

∣f (x) g (x)∣ = ∣f (x)∣ ∣g (x)∣ ≤ ∣f (x)∣m
,%�	 ��	 ��	 �	 x ���!��

∣f (x) g (x)∣ ≤ ∣f (x)∣m
�	� �����
*� − ∣f (x)∣m ≤ f (x) g (x) ≤ ∣f (x)∣m
%��� 	-�! lim

x→σ
f (x) = 0 ��
	� �	� lim

x→σ
∣f (x)∣ = 0 �����
*�

lim
x→σ

m ∣f (x)∣ = lim
x→σ

(−m ∣f (x)∣) = 0 60$17

%�� ��
 617 �	� �� �������� ��� �	���)���� �

���
�� ���

lim
x→σ

f (x) g (x) = 0

����	�� /- 0 ���	����� ∣x∣ )��� ��� x ≠ 0 ���	���� x
∣x∣ = ∣x∣x ��# ��� 0

��� ��������'����$

����
��� .� ��� ��
 �	�	�*��&��	� ��� 4 ��
	� �
*���$ "����� ��	 x > 0

��
	� (∣x∣)′ = (x)′ = 1 = x
x = ∣x∣x $ %���� ��	 x < 0 ��
	� (∣x∣)′ = (−x)′ = −1 = x

−x =
x
∣x∣ $ ,%�	 ��	 x ≠ 0 ��
	� (∣x∣)′ = x

∣x∣ �	� ���-	
�� ���!��
x
∣x∣ = ∣x∣x ����� x2 = ∣x∣2$
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�	����
� ,� 1�"�
�	� -��!��	
� ��

����	�� '- �� f ∶ [α,β] → R ������
 ��� f (α)f (β) ≤ 0 ���� � f )���
��� ����	������ ��'� ��� [α,β]$

����
��� %-�! ���!�� f (α)f (β) ≤ 0 � �	 ��
	� f (α) f (β) < 0 ����
f (α)f (β) = 0$

� %
 f (α) f (β) < 0 ���� 	�� �� ������	 ��
 	
��
�
 � f ���� ��	 ��
�
�������
 ��&	 ��� (α,β) �	� �����
*� ��� [α,β]$

� %
 f (α) f (β) = 0 ���� � f (α) = 0 ���� f (β) = 0$ ,%�	 � f ���� ��	
��
�������
 ��&	 ��� {α,β} �	� �����
*� ��� [α,β] #� ���� ������*��
� f ���� ��	 ��
�������
 ��&	 ��� [α,β]$

����	�� 0- �� � f ����� ������
 ��"���� ���� �� ����	 ������ ��� ���&
%��#� ������	���� ��
 f ��� ��
 ��������%�
 ��
 f−1( �%* ���� ��	�����(
������� ���� ������ y = x$

����
��� ,"��* M (α,β) �
	 ������ ��
 	
���� �	� ���
 Cf �	� Cf−1 $ F	
���!�� f (α) = β �	� f (β) = α$ F	 ���/�
�� ��� �� M 	
���� �	� ���
 y = x
���	�� ��� α = β$

%
 ��
	� α ≠ β ���� � �	 ��
	� α < β ���� β < α$ #��
 ����� ������*�� �	
���
�� f (α) < f (β) ���	�� β < α 6�����7$ #�� ��!���� ������*�� ���
��
��� f (β) < f (α) ���	�� α < β 6�����7$ ,%�	 	��������	� 
	 ��
	� α ≠ β �	�
	����
�� ��� α = β$

����	��  - *+��� f ∶ [−α,α] → R ������
$

,$ �� � f ����� 	���� ���� ∫ α

−α f (x)dx = 2 ∫ α

0 f (x)dx
1$ �� � f ����� ������� ���� ∫ α

−α f (x)dx = 0

����
��� "�
	�∫ α

−α f (x)dx =∫ 0

−α f (x)dx + ∫ α

0 f (x)dx =u=−x −∫ 0

α f (−u)du + ∫ α

0 f (x)dx =∫ α

0 f (−x) dx + ∫ α

0 f (x)dx
,��	
 � f ��
	� ����	 ���� ���� f (−x) = f (x) �	� ∫ α

0 f (−x)dx+∫ α

0 f (x)dx =∫ α

0 f (x) dx + ∫ α

0 f (x)dx = 2 ∫ α

0 f (x)dx$
,��	
 � f ��
	� ������� ���� f (−x) = −f (x) �	� ∫ α

0 f (−x)dx + ∫ α

0 f (x)dx =−∫ α

0 f (x) dx + ∫ α

0 f (x)dx = 0

����	�� 	1- 0 ���	����� x lnx − x ����� ��� ���	����� ��
 lnx$

����
��� ���-	
�� ���!�� (x lnx − x)′ = (x lnx)′ − (x)′ = (x)′ lnx +
x (lnx)′ − (x)′ = lnx + x 1

x − 1 = lnx

����	�� 		- (εϕx)′ = 1 + εϕ2x

���� ������
�����
���������������������
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��

����
��� "�
	� (εϕx)′ = 1
συν2x �	� 	�� �
*��� ����� ��� ����*
������	�

��
	� 1
συν2x = 1 + εϕ2x$

����	�� 	
- �� z ∈ C ������ ∣z∣2 = z2 �� ��� ���� �� z ∈ R$

����
��� ,"��* z = α + βi$ "�
	� ∣z∣2 = z2 ⇔ α2 + β2 = (α + βi)2 ⇔
α2 + β2 = α2 − β2 + 2αβi ⇔ (α2 + β2 = α2 − β2 �	� 2αβ = 0) ⇔ (2β2 = 0 �	�
αβ = 0) ⇔ β = 0⇔ z ∈ R
����	�� 	�- *+��� ��� ������ f (x) ≤ g (x) ����	 ��� σ$ ;������ ��
�������/

� lim
x→σ

f (x) = +∞ ⇒ lim
x→σ

g (x) = +∞
� lim

x→σ
g (x) = −∞⇒ lim

x→σ
f (x) = −∞

�������!��� �������	� ��	 ����� �

����	 ��
 ������! ��
 ����
$ E��!��
�	�, 	
	����	 �� ��� ��������� �*
 �����	���
*
 ���*
 ,

����	�� 	�- �� ��� ��
 ����������
 f ( g ��� ����� �����)��
 ��� ����&
���
 ��� ��	����� [α,β] ������ f (x) ≥ g (x) ��� ��� �� x ��� f ≠ g ����

∫ β

α f (x)dx > ∫ β

α g (x)dx$

����
��� ��	 ��
 �

������ h = f−g ���!�� h (x) ≥ 0 ��	 ��	 �	 x �	� h ≠
0$ "����
*� ∫ β

α h (x)dx > 0 	�� ��
 ����	 ���
�� ∫ β

α (f (x) − g (x))dx > 0

��	 �	� ∫ β

α f (x)dx−∫ β

α g (x)dx > 0 	�� ��
 ����	 ����!���� ��� ∫ β

α f (x)dx >
∫ β

α g (x) dx$
����	�� 	.- �� ��� ���	����� f ����� ������������ ��� ��	����� Δ ����
����"� ��� ������������ ���%������#� ��'#� ��
 f 4�������� ��� ����	������
��'� ��
 �����#��� ��
 f ′$

����
��� ,"��* ρ1 < ρ2 �!� ��&�� ��� f ��� Δ$ C f ��
	� �	�	�*������
��� �������	 [ρ1, ρ2] �	� ���!�� f (ρ1) = f (ρ2) = 0$ E�	
�����!
�	� �����
*�
�� ���H�������� ��
 ��*���	��� ��
 �
��� ��	 �	 
������ ξ �� ρ1 < ξ < ρ2
������ ���� f ′ (ξ) = 0$

����	�� 	/- �� � f ����� ������
 ��"���� ��� f (x1) < f (x2) ���� �����
x1 < x2$

����
��� ��	 ��
� x1, x2 
�����

 �	 �
������
	( x1 = x25 x1 > x2 �	�
x1 < x2$ .� ����� �	� ������ ��� ����� �
����	��	 f (x1) = f (x2)$ .�
��!����5 �� �

�
	��� �� �� ��� � f ��
	� �
���*� 	!/�
�	 �	� ������ ���
������ ����� �
����	��	 f (x1) > f (x2)$ ,%�	 	
	��	����� �	 ���!�� x1 < x2$
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�	����
� ,� 1�"�
�	� -��!��	
� � 

����	�� 	'- ��� ������
 �������� ���	����� )��� �� ���� ��� ��'�$

����
��� ,"��* f ��	 �
���*� ��
���
� �

������$ .��� � f ��
	�
�
���*� 	!/�
�	 � �
���*� -��
�
�	 �	� �� ���� ������*�� ��
	� 1�1$ %

ρ1, ρ2 ��
	� ��&�� ��� f ���� f (ρ1) = f (ρ2) = 0 �	� 	�� ��
 ����� f (ρ1) =
f (ρ2) �

���
�� ��� ρ1 = ρ2$ "����
*� � f ���� �� ���! ��	 ��&	$

����	�� 	0- �� � f ����� ������
 ��"���� ���� ��� � f−1 ����� ������

��"����$

����
��� ,"��* y1, y2 ∈ Df−1 �����	 ���� y1 < y2$ F	 ���/�
�� ���
f−1 (y1) < f−1 (y2)$ F	 
�����

 x1, x2 ∈ Df ����	 ���� f (x1) = y1 �	�
f (x2) = y2 �	 ��
	� �� f−1 (y1) = x1 �	� f−1 (y2) = x2$ K���
�� ��� f (x1) <
f (x2) �	� ����
�� x1 < x2$ C 	�����/� �
������
��	� ���������	������
�	�
��*� 	���)�� ���
 ����	�� 61;$7$

����	�� 	 - �� ∣z∣ = ρ ≠ 0 ���� z̄ = ρ2

z $

����
��� %-�! ∣z∣ ≠ 0 ��
	� �	� z ≠ 0$ ,"��
�� ���	( ∣z∣ = ρ ⇒ ∣z∣2 =
ρ2 ⇒ z ⋅ z̄ = ρ2 ⇒ z̄ = ρ2

z $

����	�� 
1- �� z ∈ C �� z ∉ R ����

z3 = 1⇔ z2 + z + 1 = 0⇔ z = −1
2
± i

√
3

2

����
��� z3 = 1 ⇔ z3 − 1 = 0 ⇔ z3 − 13 = 0 ⇔ (z − 1) (z2 + z + 1) =
0⇔z∉R z2 + z + 1 = 0⇔(EΠIΛYOYME) z = −1

2 ± i
√
3

2

����	�� 
	- <� ������������
 ����������
 f ∶ R → R �� ��� ��������
f ′ = f ����� ����4#
 ������
 ��
 ���%�
 f (x) = cex ���� c ∈ R ������	$

����
��� "-	����� ��
 �������! )�)���
$

����	�� 

- �� lim
x→σ

∣f (x)∣ = 0 ���� lim
x→σ

f (x) = 0$

����
��� %�� ��
 	
������	 − ∣A∣ ≤ A ≤ ∣A∣ ���
�� ��� ��	 ���� x ���!��
− ∣f (x)∣ ≤ f (x) ≤ ∣f (x)∣

"�
	� lim
x→σ

∣f (x)∣ = lim
x→σ

(− ∣f (x)∣) = 0 �	� 	�� �� �������� ��� �	���)���� ���
��

��� lim
x→σ

f (x) = 0$

����	�� 
�- �� ��� ��� ������������ ���	����� f ������ f ′ (x) ≥ 0 ���
�	�� ��������� ������ x ��� ∈Δ ���� � f ����� ��"���� ��� Δ

���� ������
�����
���������������������

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������

����������	
��
�	�	�����������
����



�!

����
��� "�
	� ����	 �� ��
 	
����� 	�����/� ��
 �������! )�)���
 ��	
��
 ������*�� ���
 � �	���*��� ��
	� ������$ .� ��
� ��
 	���&�� ��
	� �
����
�	�	 ��	���(
�"����� f ′ (ξ) ≥ 0 �	� x2 − x1 > 05 ���
�� f (x2) − f (x1) ≥ 0 ����� f (x1) ≤
f (x2)�
����	�� 
�- ��� ������
 �������� ���	����� f �����)�� �� )�� �������
��	����� Δ ��� )��� ��������$

����
��� %� 
������
�� ��� � f ��
	� �
���*� 	!/�
�	 6� ������*��
���
 � f ��
	� �
���*� -��
�
�	 	
�����*��&��	� 	
	���*�7$ %
 ����
�� �
	
����������� ������ x0 ∈ Δ$ ��	 ���� δ > 0 �� �!
��� Δ ∩ (x0 − δ, x0 + δ)
�������� �
	 ��
�������
 x1 < x0 �	� �
	 ��
�������
 x2 > x0$  ��* ���
��
���
�	� �	 ��
	� f (x1) < f (x0) < f (x2)$ ,%�	 ��
 
������ δ > 0 ����
��	 ��	 �	 x ∈ Δ ∩ (x0 − δ, x0 + δ) 
	 ���!�� f (x) ≤ f (x0) ���� ��	 ��	 �	
x ∈ Δ ∩ (x0 − δ, x0 + δ) 
	 ���!�� f (x) ≥ f (x0)$ ,%�	 �	
�
	 x0 �� ������ 
	
��
	� ���� ������! 	�������
$

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������
����������	
��
�	�	�����������
����

���� ������
�����
���������������������



������
� #

�	�����
� $����%&����

,��	
 ��	 �����
	 
������ � ������� 	
 �
	� ���
������ 	����!�� �

����	�
��� &�����	� 
	 	�	
����� 	
 	����!�� ��	 ���� ��� �

	��� �����������$ ,"���
���
 ������� 	
 ��
	� �*��� � ����� ���( �%
 f(1) = 1 ���� f(x) > 0 ��	
��	 �	 x� �	 	�	
����
�� ��� ��
	� ����� ��	�� 
�����

 �

	������� ��
 ��

��	����!�

 ��
 ���
����� 6�$�$ f(x) = 4−x7 �	�� �� ����
�� ��� 
�����


�

	������� ��
 ��
 ��	����!�

 6�$�$ f(x) = x2 + 17

 �� ,���0�"�� �������

	- %
 �!� ���	����� ���

 �� ���� ��	��	���� �	� �� ���� -	
�	����� �����
���� ��
	� ����$


- %
 �� ��
���
� �!� ���	����
 	�����
 ��
	� ����
 ���� ������� ��
	� ����
$

�- %
 �� �������	 �*
 ����	��
*
 �!� ���	����
 ��
	� ����
 ���� �� ���	�����
��
	� ���� �� ����
$

�- %
 �
	� ���	����� ��
 ��
	� ��	��	����� ���� ��
	� -	
�	������$

.- ,"
	� ��	��	����� 	������ ��
 ��
	� ���	�����$

/- ,"
	� ��	��	����� 	������ ��
 ��
	� -	
�	������$

'- ,"
	� ���	����� � �	 ��
	� ��	��	����� ���� -	
�	������$

0- 8� ������ �
	� ���	����� 	������ 
	 ��
	� �	� ��	��	����� �	� -	
�	������$

 - %
 z ∈ C �	� μ, ν ��
	� -
����� ���� z4μ+ν = zν $

	1- +��� ���	����� ���� 	
������$

		- +��� ���	����� ���� 	
������-�$

'<



�* ���� 2
��)
��� 3�
����

	
- %
 �� z1, z2 ��
	� �
&
���� ���� � z1 + z2 ��
	� ��	��	����� �	� � z1 − z2
��
	� -	
�	������$

	�- %
 � z1+z2 ��
	� ��	��	����� �	� � z1−z2 ��
	� -	
�	������ ���� �� z1, z2
��
	� �
&
����$

	�- %
 �!� ���	����� 	������ ��
	� ���� ���� �� �
&
���� ��
� ��
	� ����$

	.- %
 �!� ���	����� 	������ ��
	� ���� ���� �	 ����	 ��
� ��
	� ��	$

	/- %
 �!� ���	����� ��
	� 	
������� ���� �	� �� �
&
���� ��
� ��
	� 	
�������$

	'- %
 �!� ���	����� ��
	� 	
������� ���� ���

 ��	 ����	$

	0- %
 z̄1 = z̄2 ���� z1 = z2$

	 - %
 ∣z1∣ = ∣z2∣ ���� z1 = z2$


1- %
 ∣z1∣ = ∣z2∣ ���� z1 = z̄2$


	- z1 + z2 = z1 + z2



- ∣zn∣ = ∣z∣n 6n ������� 	���	���7

�- ∣zn∣ = z2n 6n ������� 	���	���7


�- �� ����
�� �!� �
&
��
 ���	����
 ��
	� �
��������� *� ���� ��
 	���
�*
 	/�
*
$


.- %
 � ����
	 �
�� ���	����! 	�����! 	
���� ���
 ��
	��	�� �!��� ���� ��
����
�� ��
 	
������-�
 �	� ��
 �
&
��!� ��
 �
������

$


/- %
 �� ����
�� �!� ���	����
 	
���

 ���
 ��
	��	�� �!��� ���� � ����
	
��
 ��
���
�
 ��
� 	
���� ������ ���
 ��
	��	�� �!���$


'- %
 �!� ���	����� ���

 ����� 1 ���� �� �������	 ��
� ���� ����� 2$


0- ∣z∣ = ∣z̄∣

 - ∣1

z
∣ ∣z∣ = 1

�1- C 	����	�� �*
 ����
*
 �*
 z1, z2 ��
	� ∣∣z1∣ − ∣z2∣∣$
�	- ∣z2∣ ≥ ∣z∣
�
- %
 � �/��*�� αx2+βx+γ = 0 6α,β, γ ∈ R7 ���� 	�
����� ��	���
�
�	 ����
���� -	
�	������ ��&��$

��- %
 � n ��
	� 	���	��� ���� in ∈ {−1,−i, i,1}$
������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������
����������	
��
�	�	�����������
����

���� ������
�����
���������������������



�	����
� �� '�%!"�	
�  %�!4������ �+

��- %
 μ5 ν ��
	� ������� 	���	��� �	� iμ = iν ���� μ = ν$

�.- � i �	� � 	
������-�� ��
 ��
	� 	������ 	
�������$

�/- %
 �� �������	 �	� �� ��
���
� �*
 ��&�
 ��� �/��*��� αx2 + βx+ γ = 0
6α,β, γ ∈ R7 ��
	� 	������ ��	��	����� ���� �� ��&�� ��
	� ��	�	������$
�'- %
 z3 = 1 ���� z = 1$

�0- Re (z1 + z2) = Re (z1) +Re (z2)
� - Re (2z) = 2Re (z)
�1- Re (z1 ⋅ z2) = Re (z1) ⋅Re (z2)
�	- Re (z) ∈ R
�
- Im (z) ∉ R
��- %
 � αx2 + βx + γ = 0 6α,β, γ ∈ R7 ���� ��&	 ��
 z ���� ���� ��&	 �	� ��

z̄$

��- � ��*�������� ����� �*
 ����
*
 �*
 ���	����
 	�����
 z ��	 ��
�
�����
� ���!�� ∣z − z1∣ = ∣z − z2∣ 6z1 ≠ z2 ��	�����7 ��
	� �
���	$

�.- � ��*�������� ����� �*
 ����
*
 �*
 ���	����
 	�����
 z ��	 ��
�
�����
� ���!�� ∣z̄ − z0∣ = ρ 6ρ > 0 ��	�����7 ��
	� �!����$

�/- � ��*�������� ����� �*
 ����
*
 �*
 ���	����
 	�����
 z ��	 ��
�
�����
� ���!�� ∣z − z1∣ = ∣z − z2∣ 6z1, z2 ��	�����7 ��
	� �
���	$
�'- � ��*�������� ����� �*
 ����
*
 �*
 z ��	 ��
� �����
� ��
	� Re (z) = a
���
 a > 0 ��	����� ��
	� �
���	$

�0- � ��*�������� ����� �*
 ����
*
 �*
 z ��	 ��
� �����
� ��
	� Re (z) > 0
��
	� �
���	$

� - ∣z1 + z2∣ ≤ ∣z1∣ + ∣z2∣
.1- ∣z1 − z2∣ ≤ ∣z1∣ − ∣z2∣
.	- ∣z1z2∣ = ∣z1∣ ∣z2∣
.
- ∣z1z2∣2 = ∣z1∣2 ∣z2∣2
.�- ∣z1z2∣2 = z21z

2
2

.�- ∣ z1
z2
∣ = ∣z1∣∣z2∣

..- (z1
z2
) = z1

z2

./- ∣z1 + z2∣2 = z21 + z22 + 2z1z2

���� ������
�����
���������������������

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������

����������	
��
�	�	�����������
����



 - ���� 5��
�� ��+6	
�

 �� 8!����$�
�9	��

.'- %
 f ∶ A→ R ���� x1 = x2 ⇒ f (x1) = f (x2)$

.0- %
 f ∶ A→ R ���� x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2)$

. - %
 f ∶ A→ R ���� f (x1) = f (x2) ⇒ x1 = x2$

/1- %
 f ∶ A→ R ���� f (x2
1) = f (x2

2) ⇒ x1 = x2$

/	- +��� ������M (α,β) ��� ��	-���� �	����	��� ��	� �

������� ���� ��

�������	 f (α) = β

/
- %
 � ��	-��� �	����	�� ��� f )������	� ��
* 	�� ��
 x′x ���� � ��	-���
�	����	�� ��� −f )������	� ���* 	�� ��
 x′x$
/�- C ��	-��� �	����	�� ��� ∣f ∣ )������	� ��
* 	�� ��
 x′x$
/�- %
 �� ��	-���� �	�	������� �*
 f �	� g ��
 ���

 ���
� �����	 ���� �
�/��*�� f (x) = g (x) ��
	� 	�!
	��$
/.- %
 � �/��*�� f (x) g (x) = 0 ��
	� 	�!
	�� ���� �� ��	-���� �	�	�������
�*
 f �	� g ��
 ���

 ���
� �����	$

//- %
 � �/��*�� f 2 (x) + g2 (x) = 0 ��
	� 	�!
	�� �� �

	������� f �	� g ��

���

 ���
� ��&	$

/'- %
 �� �

	������� f �	� g ��
	� ���� ���� ���

 �� ���� ����� ������!$

/0- %
 �!� �

	������� ���

 �� ���� ����� ������! ���� ��
	� ����$

/ - %
 �!� �

	������� f �	� g ��
	� ������
�� ��� R �	� ���!�� f (x + 1) =
g (x + 1) ��	 ���� x ���� ��
	� ����$
'1- %
 �!� �

	������� f �	� g ��
	� ������
�� ��� R �	� ���!�� f(x2) = g(x2)
��	 ���� x ���� ��
	� ����$

'	- %
 �� �

	������� f �	� g ���

 ���
� ����� ������! A �	� f (x)+g (x) = 0
��	 ���� x ∈ A ���� f (x) = 0 ��	 ���� x ∈ A � g (x) = 0 ��	 ���� x ∈ A$
'
- %
 �� �

	������� f �	� g ���

 ���
� ����� ������! A �	� f 2 (x)+g2 (x) =
0 ��	 ���� x ∈ A ���� f (x) = 0 ��	 ���� x ∈ A � g (x) = 0 ��	 ���� x ∈ A$
'�- %
 �� �

	������� f �	� g ���

 ���
� ����� ������! A �	� f (x) g (x) = 0
��	 ���� x ∈ A ���� f (x) = 0 ��	 ���� x ∈ A � g (x) = 0 ��	 ���� x ∈ A$
'�- %
 �� �

	������� f �	� g ���

 ���
� ����� ������! A �	� f (x) g (x) = 0
��	 ���� x ∈ A ���� ��	 ���� x ∈ A ��
	� f (x) = 0 � g (x) = 0$

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������
����������	
��
�	�	�����������
����

���� ������
�����
���������������������



�	����
� �� '�%!"�	
�  %�!4������  ,

'.- %
 �!� �

	������� ��
	� ���� ���� ���

 �� ���� �!
��� ����
$

'/- %
 �!� �

	������� ���

 ���� ����� ������! ���� �	 ���

 ���� �!
���
����
$

''- %
 �!� �

	������� ���

 ���� �!
��� ����
 ���� �	 ���

 ���� �����
������!$

'0- %
 �!� �

	������� ���

 ���	 ��	-��� �	����	�� ���� ��
	� ����$

' - %
 �!� �

	������� ���

 ���� ����� ������! �	� ���� �!
��� ����
 ����
��
	� ����$

01- .� �������� �!� �
���*� 	
/�
��
 �

	�����*
 ��
	� �

������ �
��
��*� 	!/�
�	$

0	- .� ��
���
� �!� �
���*� 	
/�
��
 �

	�����*
 ��
	� �

������ �
����
*� 	!/�
�	$

0
- .� �������	 �!� �
���*� ��
���
*
 �

	�����*
 ��
	� �
���*� ��
����

�$

0�- %
 �!� �

	������� ��
	� ���� �	� � ��	 ��
	� 1�1 ���� �	� � ���� ��
	� 1�1$

0�- %
 ��	 �

������ ��
	� 1�1 ���� ��
	� �	� �
���*� ��
���
�$

0.- %� ��	 ��	 �

������ f ���!�� f (x1) = f (x2) ⇒ x1 = x2 ���� ��
	� 1�1$

0/- 8�
 
������ �

������ ��
 
	 ��
	� �
���*� 	!/�
�	 �	� �
���*� -���

�
�	$

0'- 8�
 
������ �

������ ��
 
	 ��
	� 	!/�
�	 �	� -��
�
�	$

00- %
 ��	 �

������ ��
	� 1�1 �	� ��
���
� ���� ��
	� �
���*� ��
���
�$

0 - %
 ��	 �

������ f ��
	� 1�1 ���� �	� � ∣f ∣ ��
	� 1�1$
 1- %
 ��	 �

������ f ��
	� 1�1 ���� �	� � −f ��
	� 1�1$
 	- f ↑,�	� g ↓⇒ f − g ↑
 
- f ↑,�	� g ↓⇒ f ○ g ↑
 �- %
 � f ��
	� 	
������B��� ���� � f ��
	� 1�1$

 �- %
 � f ��
	� 	
������B��� ���� � f ��
	� �
���*� ��
���
�$

 .- %
 � f ��
	� �
���*� ��
���
� ���� ��
	� 	
������B���$

���� ������
�����
���������������������

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������

����������	
��
�	�	�����������
����



 � ���� 5��
�� ��+6	
�

 /- .� �������	 �!� 	
������B��*
 �

	�����*
 ��
	� �

������ 	
�������
B���$

 '- .� ��
���
� �!� 	
������B��*
 �

	�����*
 ��
	� �

������ 	
�������
B���$

 0- C �!
���� �!� 	
������B��*
 �

	�����*
 ��
	� �

������ 	
������B���$

  - %
 �!� �

	������� ��
	� �
���*� ��
���
�� ���� �	� � �!
���� ��
� ��
	�
�
���*� ��
���
�$

	11- %
 � f ��
	� 	
������B��� �	� ��	 ��	 �

������ g ∶ f (Df) → R ���!��(g ○ f) (x) = x ��	 ���� x ∈Df ���� g = f−1$

	1	- %
 �� �

	������� f 5 g �� ����� ������! �� A ���

 ������� ���� ����
�	� �� �������	 ��
� f + g ���� ������� ����$

	1
- %
 �� �

	������� f 5 g �� ����� ������! �� A ���

 ��
 ���	 �������
���� ���� �	� �� �������	 ��
� f + g ���� ������� ����$

	1�- %
 �� �

	������� f 5 g �� ����� ������! �� A ���

 ��
 ���	 �������
���� ��� x0 ���� �	� �� �������	 ��
� f + g ���� ������� ���� ��� x0$

	1�- %
 ��	 �

������ f ∶ [α,β] → R ��
	� �
���*� 	!/�
�	 ���� �� f (β)
��
	� � ������� ���� ���$

	1.- %
 ��	 �

������ f ∶ (α,β) → R ��
	� �
���*� 	!/�
�	 ���� �������
����$

	1/- %
 ��	 �

������ ���� �!
��� ����
 �
	 ������� �������	 ���� ����
������� �	� �������� ����$

	1'- %
 � g ���� ������� ���� ���� �	� � g ○ f ���� ������� ����$
	10- C �

������ f (x) = αx + β5 x ∈ R ��
	� �
���*� 	!/�
�	$

	1 - .� �������	 �!� 	���*
 �

	�����*
 ��
	� �

������ ����	$

		1- .� �������	 �!� ���������
 �

	�����*
 �� ����� ������! �� R ��
	�
�

������ ���������$

			- .� ��
���
� �!� ����*
 �

	�����*
 ��
	� �

������ ����	$

		
- .� �������	 �!� �������
 �

	�����*
 ��
	� �

������ �������$

		�- .� ��
���
� �!� �������
 �

	�����*
 ��
	� �

������ �������$

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������
����������	
��
�	�	�����������
����

���� ������
�����
���������������������



�	����
� �� '�%!"�	
�  %�!4������  �

		�- C �!
���� �!� 	���*
 �

	�����*
 ��
	� ����	 �

������$

		.- C �!
���� �!� �������
 �

	�����*
 ��
	� ����	 �

������$

		/- %
 ��	 �

������ ���� ������ ���� ��� σ ���� ��
�� ��� σ �	��
��
������� �����$

		'- %
 lim
x→σ

f 2 (x) = �2 ���� lim
x→σ

f (x) = � � lim
x→σ

f (x) = −�$
		0- %
 lim

x→σ
f (x) = � ���� lim

y→σ
f (y) = �

		 - %
 lim
x→σ

f (x) = � ���� lim
x→σ

f (x + 1) = � + 1$

	
1- %
 f (x) > g (x) ��
�� ��� σ ���� lim
x→σ

f (x) > lim
x→σ

g (x)$
	
	- %
 f (x) ≥ g (x) ��
�� ��� σ ���� lim

x→σ
f (x) ≥ lim

x→σ
g (x)$

	

- %
 f (x) > g (x) ���� lim
x→σ

f (x) ≥ lim
x→σ

g (x)$
	
�- %
 �� � f ���&��	� ��� x0 �	� �� ���� ��� f ��� x0 
������ ����
lim
x→x0

f (x) = f (x0)$
	
�- %
 lim

x→σ
f (x) = +∞ ���� ��
 
������ A ���� f (x) ≤ A ��	 ��	 �	 x$

	
.- %
 �� α ��
	� ��*������ ������ ��
 Df �	� lim
x→α+

f (x) = � ���� �	�

lim
x→α

f (x) = �$

	
/- %
 �� Df = (α,β] �	� lim
x→β−

f (x) = � ���� �	� lim
x→β

f (x) = �$

	
'- %
 lim
x→σ

f (x) = +∞ �	� lim
x→σ

g (x) = +∞ ���� lim
x→σ

(f (x) + g (x)) = +∞$
	
0- %
 lim

x→σ
f (x) = +∞ �	� lim

x→σ
g (x) = +∞ ���� lim

x→σ
(f (x) − g (x)) = 0$

	
 - %
 lim
x→σ

f (x) = +∞ �	� lim
x→σ

g (x) = +∞ ���� lim
x→σ

(f (x) ⋅ g (x)) = +∞$
	�1- %
 lim

x→σ
f (x) = +∞ �	� lim

x→σ
g (x) = +∞ ���� lim

x→σ
(f(x)
g(x)) = 1$

	�	- %
 lim
x→σ

f (x) = +∞ �	� lim
x→σ

g (x) = 0 ���� lim
x→σ

(f (x) + g (x)) = +∞$
	�
- %
 lim

x→σ
f (x) = +∞ �	� lim

x→σ
g (x) = 0 ���� lim

x→σ
(f (x) ⋅ g (x)) = 0$

	��- %
 lim
x→σ

f (x) = +∞ �	� lim
x→σ

g (x) = 0 ���� lim
x→σ

(f(x)
g(x)) = +∞$

���� ������
�����
���������������������

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������

����������	
��
�	�	�����������
����



 � ���� 5��
�� ��+6	
�

	��- %
 lim
x→σ

f (x) = +∞ �	� lim
x→σ

g (x) = 0 ���� lim
x→σ

( g(x)
f(x)) = 0$

	�.- %
 σ = π
2 �	� limx→σ

f (x) = +∞ ���� �	� lim
x→σ

f (x) ημx = +∞$
	�/- %
 σ = +∞ �	� lim

x→σ
f (x) = +∞ ���� �	� lim

x→σ
f (x) ημx = +∞$

	�'- %
 
�����

 �	 ���	 lim
x→σ

f (x)5 lim
x→σ

(f (x) + g (x)) �	� ��
	� ��	��	�����
	������ ���� 
������ �� ���� lim

x→σ
g (x) �	� ��
	� ��	��	����� 	������$

	�0- %
 lim
x→x0

f (x) = +∞ ���� � f ��
 ���&��	� ��� x0

	� - %
 lim
x→σ

f (x) = +∞ ���� lim
x→σ

1
f(x) = 0$

	�1- %
 lim
x→σ

f (x) = 0 ���� lim
x→σ

1
f(x) = +∞$

	�	- %
 f(x) > 0 ��
�� ��� σ �	� lim
x→σ

f (x) = 0 ���� lim
x→σ

1
f(x) = +∞$

	�
- %
 lim
x→σ

1
f(x) = +∞ ���� f(x) > 0 ��
�� ��� σ �	� lim

x→σ
f (x) = 0$

	��- lim
x→σ

ημx
x = 1

	��- %
 ���!�� f (x) ≤ g (x) ≤ h (x) ��
�� ��� σ �	� �	 ���	 lim
x→σ

f (x) �	�
lim
x→σ

h (x) 
�����

 ��� R ���� �	� �� ���� lim
x→σ

g (x) 
������ ��� R$

	�.- %
 � �

������ f ��
	� �

���� ��� x0 ���� ���&��	� ��� x0$

	�/- %
 � �

������ f ��
	� �

���� ��� x0 ���� �� ������ 
	 ��
	� lim
x→x0

f (x) =+∞$
	�'- %
 �� �������	 �!� �

	�����*
 ��
	� �

������ �

���� ��� x0 ����
���� ��	 	�� 	
��� ��
	� �

���� ��� x0$

	�0- %
 �� �������	 �!� �

	�����*
 ��
	� �

������ �

���� ��� x0 ����
��
�������
 ��	 	�� 	
��� ��
	� �

���� ��� x0$

	� - %
 �� �������	 �!� �

	�����*
 ��
	� �

������ �

���� ��� x0 �	�
��	 	�� 	
��� ��
	� �

���� ��� x0 ���� �	� � ���� �	 ��
	� �

���� ��� x0$

	.1- %
 �� ��
���
� �!� �

	�����*
 ��
	� �

������ �

���� ��� x0 �	�
��	 	�� 	
��� ��
	� �

���� ��� x0 ���� �	� � ���� �	 ��
	� �

���� ��� x0$

	.	- %
 �� �������	 �	� � ��	-��� �!� �

	�����*
 ��
	� �

������ �

����
��� x0 �	� ���� ��	 	�� 	
��� ��
	� �

���� ��� x0$

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������
����������	
��
�	�	�����������
����

���� ������
�����
���������������������



�	����
� �� '�%!"�	
�  %�!4������   

	.
- %
 � �!
���� g ○ f ��
	� �

���� ��� x0 ���� � f ��
	� �

���� ��� x0

�	� � g ��
	� �

���� ��� f (x0)$
	.�- %
 � �

������ f ��
	� �

���� ��� �������	 [α,β] ���� ���� �������
����$

	.�- %
 � �

������ f ��
 ��
	� �

���� ��� �������	 [α,β] ���� ��
 ����
������� ����$

	..- %
 � �

������ f ��
	� ������
� ��� �������	 [α,β] �	� ��	 ���� x1 ∈[α,β] 
������ x2 ∈ [α,β] ���� f(x1) < f(x2) ���� � f ��
 ��
	� �

���� ���[α,β]$
	./- %
 � �

������ f ��
	� �

���� ��� �������	 [α,β] �	� f (α)f (β) > 0
���� � f ��
 ���� ��&	 ��� [α,β]$
	.'- %
 ��	 �

������ ��
	� �

���� �� �
	 �������	 �	� ��
 ���� ��&�� ��
	
�� � �	 ��
	� �	
��! ������ � �	
��! 	�
�����$

	.0- .� �!
��� ����
 ��	� �

���!� �

������� ��
	� �������	$

	. - .� �!
��� ����
 ��	� �

���!� �� ��	����� �

������� ��
	� �������	$

	/1- .� �!
��� ����
 ��	� �

���!� �� ��	����� �

������� ��
	� �������	$

	/	- .� �!
��� ����
 ��	� �

���!� �� ��	����� �

������� ������
�� ��
������� �������	 ��
	� ������� �������	$

	/
- .� �!
��� ����
 ��	� �

���!� �� ��	����� �

������� ������
�� ��
	
����� �������	 ��
	� 	
����� �������	$

	/�- %
 � f ��
	� �

���� ��� [α,β] �	� f ([α,β]) = [f (α) , f (β)] ���� � f
��
	� �
���*� 	!/�
�	$

 �� ���5���"�
 �������


	/�- %
 ��	 �

������ ��
	� �	�	�*������ ��� x0 ��
	� �	� �

���� ��� x0$

	/.- %
 �	 ���	 lim
x→x−0

f(x)−f(x0)
x−x0

5 lim
x→x+0

f(x)−f(x0)
x−x0

��
	� ��	 ���� � f ��
	� �	�	�

�*������ ��� x0$

	//- %
 
������ �� ���� lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

���� � f ��
	� �	�	�*������ ��� x0$

	/'- %
 � f ��
	� �

���� ��� x0 ���� � f ��
	� �	�	�*������ ��� x0$

���� ������
�����
���������������������

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������

����������	
��
�	�	�����������
����



 ! ��,� �
����
�4� ���
��4�

	/0- %
 �� ���� lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

��
	� ��	��	����� 	����� ���� lim
x→x0

f (x) =
f (x0)$
	/ - %
 � f ��
 ��
	� �	�	�*������ ��� x0 ���� ��
 ��
	� �	� �

���� ��� x0$

	'1- %
 � f ��
 ��
	� �

���� ��� x0 ���� ��
 ��
	� �	� �	�	�*������ ��� x0$

	'	- %
 �� f �	� g ��
	� ������
�� ��� Δ �	� �	�	�*������� ��� x0 ∈Δ ����
�	� � f + g ��
	� �	�	�*������ ��� x0$

	'
- %
 �� f �	� g ��
	� ������
�� ��� Δ �	� �	� � f + g ��
	� �	�	�*������
��� x0 ∈Δ ���� �� f �	� g ��
	� �	�	�*������� ��� x0$

	'�- %
 �� f �	� g ��
	� ������
�� ��� Δ �	� �	� �� fg5 g ��
	� �	�	�*�������
��� x0 ∈Δ ���� � f ��
	� �	�	�*������ ��� x0$

	'�- %
 � �

������ f ��
	� ������
� �	� �	�	�*������ ��� �������	 Δ �	�
�� ��� x0 ∈Δ �	��
���&�� 	����	�� ���� f ′(x0) = 0$

	'.- %
 � �

������ f ��
	� ������
� �	� �	�	�*������ ��� �������	 Δ �	�
�� ��� x0 ∈Δ ���!�� f ′(x0) = 0 ���� � f �	��
���&�� 	����	�� ��� x0$

	'/- %
 ��	 �

������ f ��
	� �	�	�*������ ��� [α,β] �	� f (α) = f (β) ����

������ ξ ∈ [α,β] ������ ���� f ′ (ξ) = 0$

	''- %
 ��	 �

������ f ��
	� �	�	�*������ ��� [α,β] ���� 
������ ξ ∈ [α,β]
������ ���� f ′ (ξ) = 0$

	'0- %
 ��	 �

������ f ��
	� �	�	�*������ ��� [α,β] ���� 
������ ξ ∈ (α,β)
������ ���� f (β) − f (α) = (β −α) f ′ (ξ)$
	' - %
 �!� �

	������� ��
 ��
	� ������
�� �	� �	�	�*������� �� �
	 ����
����	 ��
 ��
	� ���� ���� �	� �� �	���*��� ��
� ��
 ��
	� ����

	01- %
 �� �	���*��� �!� �

	�����*
 ��
	� ���� ���� �	� �� �

	�������
��
	� ����$

	0	- %
 � �	���*��� ��	� �

������� ��
	� ������ ���� � �

������ ��
	�
�
���*� 	!/�
�	

	0
- %
 � �	���*��� ��	� �

������� �� �
	 �������	 ��
	� ������ ���� �
�

������ ��
	� �
���*� 	!/�
�	 �� 	
�� �� �������	$

	0�- %
 ��	 �

������ ��
	� �	�	�*������ �	� �
���*� 	!/�
�	 �� �
	 ����
����	 ���� � �	���*��� ��� ��
	� ������$

������� �	
�����

� �	�

� ��
	
�
�����	�

�� ������ �������
����������	
��
�	�	�����������
����

���� ������
�����
���������������������



�	����
� �� '�%!"�	
�  %�!4������  "

	0�- %
 ��	 �

������ ��
	� �	�	�*������ �	� �
���*� 	!/�
�	 ���� � �	�
���*��� ��� ��
	� �� 	�
�����$

	0.- %
 ��	 �

������ ��
	� �

���� �� �
	 �������	5 �	�	�*������ ��	
��*������ ��
 �����	 �	� � �	���*��� ��
	� ������ ���� � �

������ ��
	�
�
���*� 	!/�
�	$

	0/- %
 ��	 �

������ ��
	� �

���� �� �
	 �������	5 �	�	�*������ ��	
��*������ ��
 �����	 �	� � �	���*��� ��
	� ������ �	
��! ����� 	�� �
	
������ ���� � �

������ ��
	� �
���*� 	!/�
�	$

	0'- %
 ��	 �

������ f ��
	� �	�	�*������ ��� (α,β)5 α < x1 < x0 < x2 < β
�	� f ′ (x) < 05 f ′ (x0) = 05 f ′ (x2) > 0 ���� � f �	��
���&�� ������ ��������
��� x0$

	00- %
 ��	 �

������ f ��
	� �!� -���� �	�	�*������ ��� (α,β)5 α < x1 <
x0 < x2 < β �	� f ′′ (x) < 05f ′′ (x0) = 05 f ′′ (x2) > 0 ���� � f �	��
���&�� �	���
��� x0$

	0 - %
 ��	 �

������ ��
	� �
��� �� �
	 �������	 ���� ���� �-	�����
� ��
���� ������ ���$

	 1- %
 ��	 �	�	�*������ �

������ ���� �	���*�� �
���*� -��
�
�	 ����
��
	� �����$

	 	- %
 ��	 �

������ ���� ��� +∞ �����	 	�!���*�� ���� �� ���� lim
x→+∞f (x)

�	 ��
	� +∞ � −∞$
	 
- C ��	-��� �	����	�� ��	� �

������� �� ������ 
	 ���
�� ��	 �����	
	�!���*�� ���$

	 �- %
 �� �

	������� f 5 g ��
	� �	�	�*�������5 ��
�� ��� σ ���&�
�	� ��
f ′(x)
g′(x) 5

f(x)
g(x) �	� limx→σ

f ′(x)
g′(x) = L ���� lim

x→σ

f(x)
g(x) = L$

	 �- %
 ��	 �

������ ���� �����	 	�!���*�� �	 ��
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11- %
 � f ��
	� �

���� ��� A ���� � �

������Φ (x) = ∫ x

α f (x)dt ���&��	�
��� A$


1	- %
 � f ��
	� �

���� ��� Δ �	� a ∈ Δ ���� � �

������ F (x) =∫ x

α f (x)dt ���� ��&	 �� a$


1
- %
 ��	 ��
 �

��� �

������ f ���!�� f(x) > 0 ��	 ��	 �	 x ����

∫ β

α f (x)dx > 0$


1�- %
 �� �

	������� f 5 g ��
	� ������
�� �	� �

����� ��� ��� R �	�

�� α,β, p, q ��
	� ��	��	����� 	������ ���� ���!�� ∫ β

α (pf (x) + qg (x))dx =
p ∫ β

α f (x)dx + q ∫ β

α g (x) dx$

1�- %
 � f ��
	� �

���� ��� [α,β] ���� �� ��)	��
 ��
 �*���
 ��
 ���&��	�
	�� ��
 Cf 5 ��� �
����� x = α5 x = β �	� ��
 �/�
	 x′x ��
	� ��� �� ∫ β

α ∣f (x)∣dx$
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α f (x)dx =
F (α) − F (β)$

1/- %
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α ∣f (x)∣dx =∣F (β)∣ − ∣F (α)∣$

1'- %
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	� ��	 �	����
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���!� f ��� Δ ���� ∫ β

α cf (x)dx =
c (F (β) − F (α))$
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α ∣f (x)∣dx = 0 ����
α = β$
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