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Αντί προλόγου

Την 17η Δεκεμβρίου 2017 σε Ημερίδα που συνδιοργανώθηκε από το Παράρτημα
Ιωαννίνων της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας και τον Σύλλογο Εκπαιδευτικών
Φροντιστών Βορειοδυτικής Ελλάδος έδωσα μία ομιλία με τίτλο «Κυρτές Συναρτήσεις».
Για τις ανάγκες της ομιλίας είχα γράψει ένα αρχικό κείμενο, που ως ήταν φυσικό,
περιείχε περισσότερα από όσα κατέστη δυνατόν να αναπτυχθούν στην ομιλία. Στους
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Δυστυχώς άλλες πιεστικές υποχρεώσεις με εμπόδισαν να ετοιμάσω το τελικό κεί-
μενο και αυτή η καθυστέρηση είχε σαν αποτέλεσμα να μου δοθεί η δυνατότητα να το
εμπλουτίσω σε αρκετά σημεία. Από αυτή την επεξεργασία προέκυψε το παρόν.

Αντικείμενο του είναι οι κυρτές συναρτήσεις με αφετηρία την τρέχουσα σχολική
ύλη. Απευθύνεται κυρίως σε όσους διδάσκουν τα σχετικά θέματα στο Λύκειο και
αποσκοπεί βασικά στον εμπλουτισμό της διδασκαλίας. Περιλαμβάνει τρία κεφάλαια:

• Το πρώτο κεφάλαιο δεν ξεπερνάει κατά πολύ το ισχύον σχολικό βιβλίο. Σε
αυτό επιχειρείται μία συζήτηση της «σχολικής» εκδοχής της κυρτότητας. Ορι-
σμένα μέρη του μπορούν να αξιοποιηθούν στην διδασκαλία. Φέρουν την ένδειξη
Πρόταση ♢. Πολλά τα έχω κατά καιρούς και με διάφορες μορφές, δοκιμάσει
στην τάξη την περίοδο που δίδασκα. Η ανάπτυξη τους είναι σκόπιμα αναλυτική
με επιδίωξη να στηρίζεται αποκλειστικά στις γνώσεις του σχολικού βιβλίου.
Σε κάποιες περιπτώσεις, σε αυτό το κεφάλαιο, χρησιμοποιούνται γνώσεις που
υπερβαίνουν μεν το σχολικό βιβλίο αλλά όχι εκείνες που αντιστοιχούσαν στην
ύλη των Δεσμών. Στην περίπτωση αυτή υπάρχει σήμανση με αστερίσκο.

• Στο δεύτερο κεφάλαιο συζητιούνται κάποια συμπληρωματικά θέματα. Ξεφεύ-
γουν μεν από την σχολική ύλη αλλά, κατά την γνώμη μου η συνάφεια τους με
αυτή παρουσιάζει ενδιαφέρον.

• Το τρίτο κεφάλαιο είναι μια μικρή συλλογή ασκήσεων με τς λύσεις τους. Οι
ασκήσεις μπορούν να αντιμετωπιστούν αποκλειστικά με υλικό του πρώτου κε-
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διδασκαλία. Για τις ασκήσεις που περιέχονται όπου ήταν δυνατόν παρέθεσα και
την πηγή από την οποία αντλήθηκαν αλλά για πολλούς λόγους αυτό δεν μπορεί
να αποτελέσει τον κανόνα.

Ο κατάλογος παραπομπών που υπάρχουν στο τέλος είναι κατάλογος από βιβλία
και άρθρα που συνδέονται με κάποια σημεία του κειμένου. Σε καμία περίπτωση δεν
αποτελεί βιβλιογραφία του θέματος. Θεωρώ ότι η μελέτη του 19ου κεφαλαίου του [61]
και των [55], [64], [63], [54], [60] είναι ιδιαίτερα χρήσιμη.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Οι Κυρτές Συναρτήσεις. Βασικές έννοιες.

1.1 Ο ορισμός της κυρτής γραμμής από τον

Αρχιμήδη.

Η έννοια του κοίλου και του κυρτού σε μία γραμμή (αλλά και επιφάνεια)

υπάρχει στην καθημερινή ζωή, και απεικονίζει ένα ποιοτικό γεωμετρικό χαρα-

κτηριστικό της γραμμής (ή της επιφάνειας):

κυρτή

κυρτή

κυρτή

κυρτή

κυρτή

κοίλη

κοίλη

κοίλη

κοίλη

κοίλη

Στην Ελληνική γλώσσα απαντάται από την αρχαιότητα για να περιγράψει γεω-

μετρικές ιδιότητες γραμμών και επιφανειών. Μερικά ενδεικτικά παραδείγματα:

1. Θουκυδίδης (Ιστορία, 3ο Βιβλίο, 107)

«...ὁ Δημοσθένης δείσας μὴ κυκλωθῇ λοχίζει ἐς ὁδόν τινα

κοίλην καὶ λοχμώδη ὁπλίτας καὶ ψιλοὺς ξυναμφοτέρους...»

2. Αρριανός, Αλεξάνδρου Ανάβασις, Βιβλίο 1, κεφ, 8, παρ. 3

«τοὺς μέντοι Θηβαίους ἐς τὴν κοίλην ὁδὸν τὴν κατὰ τὸ ῾Η-

ράκλειον φέρουσαν οἱ ἅμα αὐτῷ εἰσπεσόντες ὁμοῦ τοῖς παρ΄

Ἀλεξάνδρου τοξόταις συνέκλεισαν.»

1
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3. Στραβων (Γεωγραφικά, Βιβλίο 9, κεφ. 1, παρ. 2)

«Οὕτω δ΄ εἰρηκότος Εὐδόξου, μαθηματικοῦ ἀνδρὸς καὶ σχη-

μάτων ἐμπείρου καὶ κλιμάτων καὶ τοὺς τόπους τούτους εἰδότος,

δεῖ νοεῖν τήνδε τὴν πλευρὰν τῆς Ἀττικῆς σὺν τῇ Μεγαρίδι τὴν

ἀπὸ Σουνίου μέχρι ᾿Ισθμοῦ κοίλην μὲν ἀλλ΄ ἐπὶ μικρόν.»

Στα Μαθηματικά οι γραμμές υπάρχουν ως προϊόν αφαίρεσης. Η έννοια της

κυρτότητας και της κοιλότητας εμφανίζεται περιγραφικά σε αρκετά μαθηματικά

κείμενα (βλ. και [34]). Παραθέτουμε τρία χαρακτηριστικά:

1. Αριστοτέλης (Μηχανικά. 847β)

πρῶτον μὲν γὰρ τῇ περιεχούσῃ γραμμῇ τὸν κύκλον, πλάτος

οὐθὲν ἐχούσῃ, τἀναντία πως προσεμφαίνεται, τὸ κοῖλον καὶ

τὸ κυρτόν. ταῦτα δὲ διέστηκεν ἀλλήλων ὃν τρόπον τὸ μέγα

καὶ τὸ μικρόν· ἐκείνων τε γὰρ μέσον τὸ ἴσον καὶ τούτων τὸ

εὐθύ.

Βλέπουμε ότι ο Αριστοτέλης θεωρεί το κοίλο και το κυρτό ως δυϊκές

έννοιες τις οποίες συγκρίνει με το μικρό και το μεγάλο και όπως μεταξύ

του μικρού και του μεγάλου βρίσκεται το ίσο έτσι και μεταξύ του κοίλου

και του κυρτού βρίσκεται η ευθεία.

2. Ευκλείδης (Στοιχεία, Βιβλίο 3, Πρόταση 8.)

᾿Εὰν κύκλου ληφθῇ τι σημεῖον ἐκτός, ἀπὸ δὲ τοῦ σημείου πρὸς

τὸν κύκλον διαχθῶσιν εὐθεῖαί τινες, ὧν μία μὲν διὰ τοῦ κέν-

τρου, αἱ δὲ λοιπαί, ὡς ἔτυχεν, τῶν μὲν πρὸς τὴν κοίλην περι-

φέρειαν προσπιπτουσῶν εὐθειῶν μεγίστη μέν ἐστιν ἡ διὰ τοῦ

κέντρου, τῶν δὲ ἄλλων ἀεὶ ἡ ἔγγιον τῆς διὰ τοῦ κέντρου τῆς

ἀπώτερον μείζων ἐστίν, τῶν δὲ πρὸς τὴν κυρτὴν περιφέρειαν

προσπιπτουσῶν εὐθειῶν ἐλαχίστη μέν ἐστιν ἡ μεταξὺ τοῦ τε

σημείου καὶ τῆς διαμέτρου, τῶν δὲ ἄλλων ἀεὶ ἡ ἔγγιον τῆς ἐλα-

χίστης τῆς ἀπώτερόν ἐστιν ἐλάττων, δύο δὲ μόνον ἴσαι ἀπὸ

τοῦ σημείου προσπεσοῦνται πρὸς τὸν κύκλον ἐφ΄ ἑκάτερα τῆς

ἐλαχίστης.

Βλέπουμε ότι στον Ευκλείδη το κυρτό και το κοίλο σχετίζονται με την

θέση από την οποία παρατηρείται η καμπύλη.

3. ΄Ηρων (΄Οροι, 36)

Πᾶσα περιφέρεια κατὰ μὲν τὴν πρὸς τὸ περιεχόμενον χωρίον

νόησιν κοίλη καλεῖται, κατὰ δὲ τὴν πρὸς τὸ περιέχον κυρτή.

Στο παράθεμα από τον ΄Ηρωνα βλέπουμε ότι το κυρτό και το κοίλο συν-

δέεται με το εξωτερικό και το εσωτερικό του χωρίου του κύκλου.



1.2. Η σημασία της κυρτότητας−κοιλότητας 3

Η διαισθητική έννοια της κυρτότητας ή κοιλότητας επιδέχεται αυστηρή μαθη-

ματική περιγραφή δηλαδή ένα ορισμό. Ο πρώτος ορισμός της κοίλης (άρα και

της κυρτής) καμπύλης δόθηκε από τον Αρχιμήδη στο έργο του «Περί Σφαίρας

και Κυλίνδρου» (βλ. και [13] καθώς και [12] σελ.44)

Αρχιμήδης

287-212 π.Χ.

᾿Επὶ τὰ αὐτὰ δὴ κοίλην καλῶ τὴν τοιαύτην γραμμήν, ἐν ᾗ ἐὰν δύο

σημείων λαμβανομένων ὁποιωνοῦν αἱ μεταξὺ τῶν σημείων εὐθεῖαι

ἤτοι πᾶσαι ἐπὶ τὰ αὐτὰ πίπτουσιν τῆς γραμμῆς, ἢ τινὲς μὲν ἐπὶ τὰ

αὐτά, τινὲς δὲ κατ΄ αὐτῆς, ἐπὶ τὰ ἕτερα δὲ μηδεμία.

Σε μετάφραση του Ευάγγελου Σταμάτη:

Προς τό αύτό μέρος καλώ κοίλην ἐκείνην την γραμμήν, εις την

οποίαν, άφού ληφθώσι δύο οίαδήποτε σημεία, έάν αί μεταξύ των

σημείων εύθείαι όλαι πίπτουσι προς τά αύτά μέρη τής γραμμής, ή

άλλαι μέν πίπτουσι προς τά αύτά μέρη, άλλαι δέ επ αύτής, ούδεμία

δέ εις τά άλλα μέρη.

Ο Αρχιμήδης συνέδεσε την κυρτότητα τα μήκη δεχόμενος ως αξίωμα ότι αν

έχουμε μία κοίλη καμπύλη γ και μία χορδή της χ τότε κάθε άλλη κοίλη καμ-

πύλη γ′ που περιέχεται μεταξύ των γ και χ έχοντας τα ίδια άκρα με την χ
έχει μικρότερο μήκος από την γ′. Το αξίωμα αυτό το χρησιμοποίησε για την

προσέγγιση του μήκους του κύκλου.

Σχήμα 1.1. Ο Αρχιμήδης αξιοποίησε την κυρτότητα για την προσέγγιση μηκών
και εμβαδών.

1.2 Η σημασία της κυρτότητας−κοιλότητας

Η γνώση της κυρτότητας−κοιλότητας μίας καμπύλης μας δίνει μία ιδέα προς

τα που «στρίβει» η καμπύλη χωρίς όμως ποσοτικές πληροφορίες (σχετικά βλ.

ενότητα 2.6) που να περιγράφουν ακριβέστερα το σχήμα της. Το ίδιο γίνεται

και όταν έχουμε την γραφική παράσταση μιας συνάρτησης που είναι μια ειδική
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περίπτωση καμπύλης. Ωστόσο όπως θα δούμε στην περίπτωση της συνάρτη-

σης ακόμη και αυτές οι ποιοτικές πληροφορίες συνδέονται με ανισότητες και

σημαντικές αναλυτικές ιδιότητες με πολλές εφαρμογές.

Ενδεικτικά αναφέρουμε ότι:

1. Αν έχουμε ένα μέγεθος που περιγράφεται από μία κυρτή συνάρτηση σε

ένα ανοικτό διάστημα και επιθυμούμε να το ελαχιστοποιήσουμε τότε η

ελαχιστοποίηση επιτυγχάνεται το πολύ σε μία θέση (Πρόταση ♢26) και

επομένως η επεξεργασία του προβλήματος της ελαχιστοποίησης είναι ευ-

χερέστερη.

2. Αν μια κυρτή συνάρτηση ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος του

Bolzano σε ένα κλειστό διάστημα τότε σε αυτό έχει μοναδική ρίζα η οποία

μπορεί πάντοτε με κατάλληλη επαναληπτική μέθοδο να υπολογιστεί κατά

προσέγγισιν(βλ. Ενότητα 2.5).

3. Οι πληροφορίες για την κυρτότητα μιας συνάρτησης που συνδέεται με

ένα φυσικό μέγεθος μπορούν να μεταφραστούν σε πληροφορίες για τη

μεταβολή του μεγέθους. Ως παράδειγμα (βλ. και [39]) αναφέρουμε το

διάγραμμα t − s(t) μετατόπισης ενός κινητού στο Σχήμα 1.2.

Σχήμα 1.2. Κοίλα και κυρτά στο διάγραμμα κίνησης

Johan Ludwig William
Valdemar Jensen

1859 – 1925

Συστηματική μελέτη της κυρτότητας των συναρτήσεων έγινε από τον Jensen
([19]) για την σπουδαιότητα της οποίας έγραψε σχετικά:

Μου φαίνεται ότι η έννοια της κυρτής συνάρτησης, είναι τόσο θε-

μελιώδης όσο η έννοια της θετικής ή της αύξουσας συνάρτησης.

Αν δεν κάνω λάθος σε αυτό, θα πρέπει η έννοια να βρει την θέση

της στις στοιχειώδεις παρουσιάσεις της θεωρίας των πραγματικών

συναρτήσεων.
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1.3 Οι κυρτές συναρτήσεις στο σχολικό βιβλίο.

Εκτός από τον ορισμό του Αρχιμήδη που εφαρμόζεται άμεσα στις συναρ-

τήσεις έχουν δοθεί και άλλοι ορισμοί για τις κυρτές καμπύλες και φυσικά για

τις συναρτήσεις. Σε κάποιους από αυτούς θα αναφερθούμε ενδιάμεσα. Θα ξεκι-

νήσουμε από τον ορισμό του σχολικού βιβλίου και θα επανέλθουμε στον ορισμό

του Αρχιμήδη στο δεύτερο κεφάλαιο. Ο ορισμός της κυρτότητας που υιοθετε-

ίται στο ισχύον σχολικό βιβλίο είναι ειδικότερος του ορισμού του Αρχιμήδη και

προϋποθέτει την παραγωγισιμότητα της συνάρτησης. Φαίνεται ότι εισήχθη από

τον Johan Bernoulli ([15], σελ. 91).

Johann Bernoulli

1667-1748

Από σχεδίασμα του

Johann Bernoulli

για τις κυρτές συναρτήσεις

Στο σχολικό βιβλίο αφόρμηση για την εισαγωγή της έννοιας της κυρτότη-

τας είναι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) = x2
, g (x) =

√
∣x∣.

Οι συναρτήσεις αυτές έχουν μεν τα ίδια διαστήματα μονοτονίας αλλά διαφο-

ρετική συμπεριφορά στη μεταβολή της κλίσης των εφαπτομένων. Οι κυρτές

Σχήμα 1.3. Οι γραφική παράσταση της f(x) = x2 και οι εφαπτομένες της.

(και αντίστοιχα οι κοίλες) συναρτήσεις εισάγονται στο σχολικό βιβλίο με τον

ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός. ΄Εστω μία συνάρτηση f συνεχής σ’ ένα διάστημα ∆ και παραγωγίσιμη

στο εσωτερικό του ∆. Θα λέμε ότι:

• Η συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο ∆, αν η

f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό του ∆.
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Σχήμα 1.4. Οι γραφική παράσταση της g (x) =
√

∣x∣ και οι εφαπτομένες της.

• Η συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο ∆, αν η

f ′ είναι γνησίως φθίνουσα στο εσωτερικό του ∆.

Ο ορισμός αυτός αν και διαδεδομένος
1
έχει το μειονέκτημα ότι:

• Περιγράφει ένα γεωμετρικό χαρακτηριστικό με αναλυτικούς όρους.

• Χρησιμοποιεί δύο σύνθετες έννοιες: της μονοτονίας και της παραγώγου

και μάλιστα της μονοτονίας της παραγώγου.

Το σχολικό βιβλίο κάνει μια γεωμετρική αναφορά σε σχόλιο όπου σημειώνεται:

Αποδεικνύεται ότι, αν μια συνάρτηση f είναι κυρτή (αντιστοίχως

κοίλη) σ’ ένα διάστημα ∆, τότε η εφαπτομένη της γραφικής πα-

ράστασης της f σε κάθε σημείο του ∆ βρίσκεται «κάτω» (αντι-

στοίχως «πάνω») από τη γραφική της παράσταση, με εξαίρεση το

σημείο επαφής τους.

Με το θέμα αυτό θα ασχοληθούμε στην ενότητα 1.5.

KJ

Ο ορισμός της κυρτότητας που παρέχει το σχολικό βιβλίο δεν απαιτεί την

παραγωγισιμότητα της συνάρτησης στα άκρα του διαστήματος, εφ΄ όσον είναι

πεπερασμένα. Απαιτείται μόνο η συνέχεια. Αν όμως συμβαίνει κάποιο από τα

άκρα να είναι πεπερασμένο και η συνάρτηση σε αυτό είναι παραγωγίσιμη τότε το

1
Ενδεικτικά βλ. [5] σελ. 202, [26] σελ. 204, [45] σελ. 186
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πεδίο ορισμού της παραγώγου δεν περιλαμβάνει μόνο τα εσωτερικά σημεία αλλά

και κάποια από τα άκρα. Η επόμενη Πρόταση ♢ μας πληροφορεί η μονοτονία

στα εσωτερικά σημεία μεταφέρεται στο πεδίο ορισμού της παραγώγου.

Πρόταση ♢ 1. ΄Εστω f κυρτή στο διάστημα ∆. Τότε η f ′ είναι γνησίως μο-

νότονη στο πεδίο ορισμού της.

Απόδειξη Το πεδίο ορισμού Df ′ της f ′ όλα τα εσωτερικά σημεία του ∆ και

ενδεχομενως κάποια από τα άκρα του. Πρέπει να αποδείξουμε ότι για κάθε

x1, x2 ∈ Df ′ με x1 < x2 ισχύει

f ′(x1) < f ′(x2) (∗).

Το αποδεικτέο προφανώς ισχύει αν τα x1, x2 είναι εσωτερικά σημεία του ∆.

Πρέπει να αποδείξουμε ότι ισχύει ακόμη και αν κάποιο (ή και τα δύο) είναι

άκρο. Ας υποθέσουμε ότι το x1 είναι κάτω άκρο του ∆ (η περίπτωση όπου το

x2 είναι άνω άκρο αντιμετωπίζεται όμοια) οπότε Θα είναι κάποιος πραγματικός

αριθμός α στον οποίο η f παραγωγίζεται. Προφανώς αρκεί να αποδειχθεί ότι η

(∗) ισχύει όταν το x2 είναι εσωτερικό σημείο του ∆. ΄Εστω πως το αποδεικτέο

δεν ισχύει. Τότε f ′ (α) ≥ f ′ (x2) και αν θεωρήσουμε m με α < m < x2 θα

ισχύει

f ′(m) < f ′ (x2) ≥ f ′ (α) .

Θεωρούμε αριθμό t με

f ′(m) < t < f ′ (α)

και την συνάρτηση g ορισμένη στο ∆ με

g(x) = f(x) − t(x −m).

Είναι

lim
x→α+

g (x) − g (α)
x − α = g′ (α) = f ′ (α) − t > 0,

lim
x→m−

g (x) − g (m)
x −m = g′ (m) = f ′ (m) − t < 0.

Συμπεραίνουμε ότι θα υπάρχουν x3, x4 με α < x3 < x4 <m ώστε:

g (x3) − g (α)
x3 − α

> 0 ,
g (x4) − g (m)

x4 −m
< 0,

άρα

g (x3) > g (α) , g (x4) > g (m) (∗∗).

Η συνεχής συνάρτηση g στο [α,m] έχει μέγιστο που λόγω των (∗∗) πσρου-

σιάζεται σε κάποιο εσωτερικό σημείο του x5. Από το θεώρημα του Fermat θα

είναι g′ (x5) = 0 δηλαδή f ′ (x5) = t με f ′ (x5) = t > f ′ (m) με x5 <m κάτι που

αντίκειται στη μονοτονία της f ′ και επομένως μας οδηγεί σε άτοπο. Ο.Ε.Δ.
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1.4 Το κριτήριο της δεύτερης παραγώγου

Το πιο εύχρηστο κριτήριο μονοτονίας που έχουμε για την κλάση των παρα-

γωγισίμων συναρτήσεων είναι εκείνο της παραγώγου: Αν μια συνάρτηση είναι

συνεχής σε ένα διάστημα, παραγωγίσιμη στα εσωτερικά του σημεία και έχει

παντού παράγωγο θετική τότε είναι γνησίως αύξουσα. Ως είναι φυσικό έχουμε

ένα αντίστοιχο κριτήριο
2
για την κυρτότητα και την κοιλότητα. Το σχολικό

βιβλίο το διατυπώνει ως εξής:

Θεώρημα. ΄Εστω μια συνάρτηση f συνεχής σ΄ ένα διάστημα ∆ και δυο φορές

παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του ∆.

• Αν f ′′(x) > 0 για κάθε εσωτερικό σημείο x του ∆, τότε η f είναι κυρτή

στο ∆.

• Αν f ′′(x) < 0 για κάθε εσωτερικό σημείο x του ∆, τότε η f είναι κοίλη

στο ∆.

Η παράγωγος έχει μια ιδιομορφία: Το κριτήριο της μονοτονίας με βάση το

πρόσημο της πρώτης παραγώγου παρέχει μια ικανή συνθήκη αλλά όχι αναγ-

καία. Δηλαδή θετική παράγωγος συνεπάγεται ότι η συνάρτηση είναι γνησίως

αύξουσα αλλά μπορεί μια συνάρτηση να είναι γνησίως αύξουσα χωρίς να έχει

παντού θετική παράγωγο: Το γεγονός ότι μια συνάρτηση είναι γνησίως αύξου-

σα μπορεί να εξασφαλίσει ότι η παράγωγος είναι απλώς μη αρνητική και όχι ότι

είναι θετική. Το πιο προσιτό παράδειγμα αποτελεί η συνάρτηση x3
που αν και

γνησίως αύξουσα η παράγωγος της μηδενίζεται στο 0. Η δυσκολία αυτή αίρεται

με μια επιπλέον υπόθεση που αφορά το σύνολο των σημείων μηδενισμού της πα-

ραγώγου. Να είναι αρκούντως «αραιωμένο» η για να μιλήσουμε με μεγαλύτερη

ακρίβεια να μην περιέχει κανένα διάστημα.

Πρόταση ♢ 2. ΄Εστω f μια συνάρτηση συνεχής στο διάστημα ∆ και παραγω-

γίσιμη στο εσωτερικό του. Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες

1. Ισχύει:

(αʹ) f ′(x) ≥ 0 για κάθε εσωτερικό σημείο x του ∆.

(βʹ) Το σύνολο των σημείων όπου η f ′ μηδενίζεται δεν περιέχει κανένα

διάστημα.

2. Η f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆.

Απόδειξη Από το 1. προκύπτει το 2. Η συνθήκη f ′(x) ≥ 0 που ισχύει για κάθε

εσωτερικό σημείο του ∆ μας εξασφαλίζει ότι η f είναι αύξουσα. Πράγματι έστω

2
Σε παλαιότερο σχολικό βιβλίο ([52] σελίδα 188) η συνθήκη f ′′(x) ≥ 0 χρησιμοποιείται

για τον ορισμό της κυρτής συνάρτησης. Συγκεκριμένα δίνεται ο ορισμός: «Αν για κάθε

x ∈ ∆ είναι f ′′(x) ≥ 0, θα λέμε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης f στρέφει τα
κοίλα άνω στο ∆.»
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x1, x2 δύο σημεία του ∆ με x1 < x2. Η f είναι συνεχής στο [x1, x2] του οποίου

τα εσωτερικά σημεία είναι και εσωτερικά σημεία του ∆ και είναι παραγωγίσιμη

στο (x1, x2). Από το θεώρημα μέσης τιμής έχουμε

f (x2) − f (x1) = f ′ (ξ)
²

≥0

(x2 − x1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

>0

΄Αρα και το α΄ μέλος σε αυτήν την ανισότητα είναι μεγαλύτερο ή ίσο του μηδενός

και επομένως f (x1) ≤ f (x2). Επομένως η f είναι αύξουσα. Θα δείξουμε

ότι είναι και γνησίως αύξουσα. Πράγματι αν υποτεθεί ότι για σημεία a, b
του ∆ ισχύει a < b αλλά f(a) = f(b) τότε για κάθε x με a ≤ x ≤ b είναι

f(a) ≤ f(x) ≤ f(b) και αφού f(a) = f(b) έχουμε f(x) = f(a) για κάθε

x ∈ [a, b]. Αλλά τότε η f είναι σταθερή στο [a, b] και επομένως για κάθε

x ∈ [a, b] είναι f ′(x) = 0. ΄Αρα το διάστημα [a, b] περιέχεται στο σύνολο των

σημείων μηδενισμού της f ′ (άτοπο). ΄Αρα η f είναι γνησίως αύξουσα και η f
είναι κυρτή.

Από το 2. προκύπτει το 1. Υποθέτουμε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. Για

τυχόν x0 είναι

f ′ (x0) = lim
x→x+0

>0
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
f (x) − f (x0)

x − x0
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

>0

≥ 0

επομένως η συνθήκη (α΄) του 1. ισχύει.

Αν υποτεθεί ότι το σύνολο των σημείων μηδενισμού της f ′ περιέχει κάποιο
διάστημα τότε θα περιέχει αριθμούς p, q με p < q και θα περιέχει το διάστημα

[p, q]. Στο διάστημα αυτό η f ′ θα είναι μηδέν και η f θα είναι σταθερή άρα όχι

γνησίως αύξουσα (άτοπο). ΄Αρα και η συνθήκη (β΄) του 1. ισχύει. Ο.Ε.Δ.

Η προηγούμενη πρόταση προσαρμόζεται άμεσα και στην δεύτερη παράγωγο

ώστε να έχουμε μια ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε μια συνάρτηση να είναι

κυρτή:

Πρόταση ♢ 3. ΄Εστω f μια συνάρτηση συνεχής στο διάστημα ∆ και δύο φορές

παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του. Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες

1. Ισχύει:

(αʹ) f ′′(x) ≥ 0 για κάθε εσωτερικό σημείο x του ∆.

(βʹ) Το σύνολο των σημείων όπου η f ′′ μηδενίζεται δεν περιέχει κανένα

διάστημα.

2. Η f είναι κυρτή στο ∆.

Μπορούμε να έχουμε και μια συνθήκη κυρτότητας που είναι σε γεωμετρική

διατύπωση:
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Πρόταση ♢ 4. ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής σε ένα διάστημα ∆ και δύο φορές

παραγωγίσιμη στα εσωτερικά σημεία του ∆. Αν

• f ′′(x) ≥ 0 για όλα τα x και

• δεν υπάρχει υποδιάστημα του ∆ στο οποίο η f να συμπίπτει με συνάρτηση

της μορφής αx + β

τότε η f είναι κυρτή.

Απόδειξη Ξέρουμε ότι (Πρόταση ♢3) ότι η f θα είναι κυρτή αν το σύνολο

των ριζών της δεύτερης παραγώγου, ας το συμβολίσουμε Z(f), δεν περιέχει

διάστημα. Ας υποθέσουμε ότι δεν είναι κυρτή οπότε το Z(f) περιέχει διάστημα

I. Στο I ισχύει f ′′(x) = 0 οπότε f ′(x) = k για κάποιο k και επομένως f(x) =
kx+d για κάθε x ∈ I δηλαδή στο I συμπίπτει με συνάρτηση της μορφής αx+β
(άτοπο). Ο.Ε.Δ.

Παράδειγμα 1. ΄Εστω

h (x) = 1

6
((x − 1)2 ∣x − 1∣ + (x − 2)2 ∣x − 2∣) − x

2

2
.

Μπορούμε δουλεύοντας χωριστά στα διαστήματα (−∞,1), (1,2) και (2,+∞)
να διαπιστώσουμε ότι η h είναι παραγωγίσιμη σε αυτά. Δουλεύοντας στα 1 και 2
με τον ορισμό βρίσκουμε ότι η h παραγωγίζεται και σε αυτά τα σημεία επομένως

είναι παραγωγίσιμη στο R. Η παράγωγος της είναι

h′ (x) = ((x − 2) ∣x − 2∣ + (x − 3) ∣x − 3∣) − x

Εραγαζόμενοι με παρόμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι η h′ είναι και αυτή παραγω-

γίσιμη (επομένως η h είναι δύο φορές παραγωγίσιμη) και ισχύει:

h′′(x) = ∣x − 1∣ + ∣x − 2∣ − 1

Διαπιστώνεται εύκολα ότι h′′(x) ≥ 0.

Η h δεν είναι κυρτή για ένα οποιονδήποτε από τους παρακάτω λόγους:

• Η h′′(x) στο διάστημα [1,2] είναι μηδέν.

• Η h′(x) στο διάστημα [1,2] είναι σταθερή.

• h(x) στο διάστημα [1,2] συμπίπτει με την ευθεία y = 7x − 6.

Σύμφωνα με την εξεταστέα ύλη των Μαθηματικών Προσανατολισμού της

Γ΄ Τάξης οι ασκήσεις που αναφέρονται στις κυρτές και κοίλες συναρτήσεις θα

πραγματεύονται μέσω του κριτηρίου της δευτέρας παραγώγου δηλαδή μέσω του

προσήμου της δευτέρας παραγώγου και όχι μέσω της μονοτονίας της πρώτης

παραγώγου. Συγκεκριμένα η εγκύκλιος της εξεταστέας ύλης αναφέρει:
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Σχήμα 1.5. Η h δεν είναι κυρτή: Η δεύτερη παράγωγος είναι μη αρνητική αλλά
μηδενίζεται σε διάστημα, η πρώτη παράγωγος είναι αύξουσα αλλά όχι γνησίως, η
γραφική παράσταση της h σε κάποιο διάστημα συμπίπτει με ευθεία.

Θα μελετηθούν μόνο οι συναρτήσεις που είναι δύο, τουλάχιστον,

φορές παραγωγίσιμες στο εσωτερικό του πεδίου ορισμού τους.

Η ρύθμιση αυτή στις ασκήσεις απαλλάσσει τους διδάσκοντες και τους διδα-

σκόμενους από την υποχρέωση να εργάζονται με την κάπως γενικότερη συν-

θήκη ότι η παράγωγος είναι γνησίως αύξουσα και να έχουν ως υπόθεση ότι η

δεύτερη παράγωγος είναι θετική ή εν πάση περιπτώσει είναι μη αρνητική αλλά

μηδενίζεται σε «λίγα» σημεία.

1.5 Κυρτές συναρτήσεις και εφαπτομένες

Η σχετική θέση μιας κυρτής συνάρτησης και της εφαπτομένης της αποδίδει

νόημα στις κυρτές (και κατ΄ επέκτασιν στις κοίλες συναρτήσεις) και αξίζει τον

κόπο να αποδεικνύεται ως άσκηση στην τάξη.

Πρόταση ♢ 5. ΄Εστω f μια συνάρτηση που είναι κυρτή σε ένα διάστημα ∆ και ε
η εφαπτομένη της γραφικής της παράστασης της Cf στο σημείο P (x0, f (x0))
όπου x0 είναι εσωτερικό σημείο του ∆. ΄Εστω σημείο M της Cf που είναι

διάφορο του P και N το σημείο της ε που έχει την ίδια τετμημένη με το M . Να

αποδείξετε ότι η τεταγμένη του σημείουM είναι μεγαλύτερη από την τεταγμένη

του σημείου της N .

Απόδειξη
ά τρόπος ΄Εστω x η τετμημένη του M. Η τεταγμένη του είναι f(x). Για

να βρούμε την τεταγμένη του σημείου N χρησιμοποιούμε την εξίσωση της

εφαπτομένης στο P που είναι η

y = f ′ (x0) (x − x0) + f (x0)
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Η τεταγμένη του P είναι f ′ (x0) (x − x0) + f (x0) και θέλουμε για x ≠ x0 να

ισχύει:

f (x) > f ′ (x0) (x − x0) + f (x0) για κάθε x ≠ x0 (1.1)

Η (1.1) είναι ισοδύναμη με την f (x) − f (x0) − f ′ (x0) (x − x0) > 0 για x ≠ x0.

Θεωρούμε την συνάρτηση g (x) = f (x)−f (x0)−f ′ (x0) (x − x0) ορισμένη στο

∆. Στα εσωτερικά σημεία του ∆ είναι παραγωγίσιμη και ισχύει

g′ (x) = f ′ (x) − f ′ (x0)

Επειδή η f ′ είναι γνησίως αύξουσα για τα εσωτερικά σημεία x του ∆ που είναι

x > x0 θα είναι f ′(x) > f ′(x0)δηλαδή g′(x) > 0. ΄Ομοια για τα εσωτερικά σημεία

x του ∆ που είναι x < x0 θα είναι g′(x) < 0. ΄Εχουμε λοιπόν τον ακόλουθο

πίνακα μεταβολής της g:

x

g′(x)

g

x0

− 0 +

00

Από τον πίνακα συνάγουμε ότι είναι g(x) > 0 για κάθε x ≠ x0 και επομένως το

αποδεικτέο ισχύει.

β΄ τρόπος. ΄Οπως πριν θέλουμε να αποδείξουμε την (1.1). Αυτή ισοδυναμεί με

την

f (x) − f (x0) − f ′ (x0) (x − x0) > 0

για x ≠ x0. Για x = x0 η αποδεικτέα ισχύει σαν ισότητα. Για x ≠ x0 τα x,
x0 ορίζουν διάστημα στο οποίο μπορεί να εφαρμοσθεί το θεώρημα μέσης τιμής.

Θα υπάρχει λοιπόν ξ μεταξύ των x, x0 ώστε f (x) − f (x0) = f ′ (ξ) (x − x0).
Οπότε η προς απόδειξη ανισότητα γίνεται:

f ′ (ξ) (x − x0) − f ′ (x0) (x − x0) > 0

ή αλλιώς

(f ′ (ξ) − f ′ (x0)) (x − x0) > 0 (∗)

Για να αποδείξουμε την ανισότητα (∗) διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

• x < x0 οπότε έχουμε την διάταξη x < ξ < x0. Λόγω της μονοτονίας

της παραγώγου είναι f(ξ) < f(x0) και φυσικά x < x0. ΄Αρα και οι δύο

παράγοντες του γινομένου (f ′ (ξ) − f ′ (x0)) (x − x0) είναι αρνητικοί και

η ανισότητα (∗) ισχύει.
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Σχήμα 1.6. Η γραφική παράσταση κυρτής συνάρτησης βρίσκεται πάνω από τις
εφαπτομένες της.

• x > x0 εργαζόμαστε ανάλογα.

Εύλογο είναι το ερώτημα αν ισχύει το αντίστροφο δηλαδή αν η ιδιότητα της

γραφικής παράστασης να βρίσκεται πάνω από τις εφαπτομένες εξασφαλίζει την

κυρτότητα. Η απάντηση είναι καταφατική. Σχετικά έχουμε την:

Πρόταση ♢ 6. ΄Εστω f μια συνάρτηση που είναι συνεχής στο διάστημα ∆ και

παραγωγίσιμη στα εσωτερικά του σημεία. Αν για κάθε ζεύγος x0, x εσωτερικών

σημείων του ∆ με x ≠ x0 ισχύει

f (x) > f ′ (x0) (x − x0) + f (x0)

τότε η f είναι κυρτή.

Απόδειξη Θεωρούμε δύο εσωτερικά σημεία x1, x2 του ∆ με x1 < x2. Θα

δείξουμε ότι f ′(x1) < f ′(x2). Εφαρμόζουμε την υπόθεση μία φορά παίρνοντας

ως x0 το x1 και x το x2 και μια ως x0 το x2 και ως x το x1 και έχουμε:

f (x2) > f ′ (x1)) (x2 − x1) + f (x1) (1.2)

και

f (x1) > f ′ (x2)) (x1 − x2) + f (x1) (1.3)

Προσθέτοντας κατά μέλη τις (1.2) και (1.3) βρίσκουμε ότι

0 > f ′ (x1) (x2 − x1) + f ′ (x2)) (x1 − x2)
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από την οποία προκύπτει ότι

0 > (f ′ (x2) − f ′ (x1)) (x1 − x2)

και αφού x1 − x2 < 0 είναι f ′ (x2) − f ′ (x1) > 0 δηλαδή f ′ (x1) < f ′ (x2). ΄Αρα

η f ′ είναι γνησίως αύξουσα και η f είνα κυρτή. Ο.Ε.Δ.

Σχήμα 1.7. Αν η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης βρίσκεται πάνω από τις
εφαπτομένες της η συνάρτηση είναι κυρτή.

Οι δύο προηγούμενες Προτάσεις ♢ εξασφαλίζουν την ισοδυναμία των δύο ιδιο-

τήτων και επομένως η ιδιότητα της γραφικής παράστασης να βρίσκεται πάνω από

κάθε εφαπτομένη αποτελεί ένα χαρακτηρισμό των κυρτών συναρτήσεων. Για

τον λόγο αυτό ορισμένοι συγγραφείς
3
επιλέγουν την ιδιότητα αυτή ως ορισμό

των κυρτών συναρτήσεων. Η ιδιότητα αυτή χρησιμοποιήθηκε και ως ορισμός

σε παλαιότερο σχολικό βιβλίο
4
.

Μπορούμε να έχουμε ένα ελαφρά διαφορετικό χαρακτηρισμό των κυρτών

συναρτήσεων:

Πρόταση ♢ 7. ΄Εστω f μια συνάρτηση που είναι συνεχής στο διάστημα ∆ και

παραγωγίσιμη στα εσωτερικά του σημεία. Οι εξής προτάσεις είναι ισοδύναμες:

1. Η f είναι κυρτή.

3
Βλ. σχετικά [2] σελ. 462, [23] σελ. 227, [33] σελ. 167, [35] σελ. 175, [68] σελ. 61, [53]

σελ. 473. Ο Κάππος χρησιμοποιεί τον περιγραφικό όρο «το διάγραμμα στηρίζεται επί της

εφαπτομένης». Σχετικά βλ. και 2.2.3.
4
Βλ. [66] σελίδα 131 όπου ορίζεται:

«f κυρτή στο ∆ ⇔
ορσ

f (x) − f (y) − f ′ (y) (x − y) > 0 ∀ x, y στο ∆ με x ≠ y»
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2. Για κάθε εσωτερικό σημείο x0 του ∆ υπάρχουν αριθμοί α,β ώστε για

κάθε x ∈ ∆ να ισχύει f(x) ≥ αx + β και η ισότητα να ισχύει μόνο για

x = x0.

Απόδειξη

1.⇒ 2. Αρκεί να πάρουμε θεωρήσουμε την εφαπτομένη

y = f ′ (x0)x + f (x0) − x0f
′ (x0)

της Cf `στο P (x0, f (x0)) και λάβουμε ως α = f ′ (x0) και β = f (x0) −
x0f

′ (x0).

2.⇒ 1. Επαληθεύουμε πρώτα ότι η y = αx + β είναι η εφαπτομένη της Cf `στο
P (x0, f (x0)). Αφού στην f(x) ≥ αx + β ισχύει η ισότητα για x = x0

δηλαδή f (x0) = αx0 + β έχουμε ότι η y = αx + β διέρχεται από το

P (x0, f (x0)) οπότε αρκεί να αποδείξουμε ότι α = f ′ (x0).
Από την f (x) ≥ αx + β έχουμε ότι για την συνάρτηση:

w (x) = f (x) − αx − β

ισχύει w (x) ≥ 0 για όλα τα x. Αλλά για x = x0 ισχύει η ισότητα αφού

w (x0) = 0. Από το θεώρημα του Fermat έχουμε ότι w′ (x0) = 0 από την

οποία προκύπτει ότι f ′ (x0) = α.
Η απόδειξη τώρα συμπληρώνεται όπως στην Πρόταση ♢ 6. Ο.Ε.Δ.

1.6 Κυρτές συναρτήσεις και ασύμπτωτοι.

Οι μαθητές μας συναντούν τις ασυμπτώτους δύο φορές: μια όταν διδάσκον-

ται κωνικές τομές στην Β΄ τάξη και μια όταν διδάσκονται Ανάλυση. Στην Β΄

τάξη επιχειρείται να δοθεί και μία σύνδεση της έννοιας της ασυμπτώτου με την

οριακή διαδικασία. Το βιβλίο της Γ΄ τάξης δεν επανέρχεται στο θέμα συσχέτι-

σης με την υπερβολή. Στην Β΄ Τάξη οι μαθητές «βλέπουν» την ασύμπτωτο μιας

κυρτής και μιας κοίλης συνάρτησης. Πρόκειται για τις συναρτήσεις

f (x) = ±β
α

√
x2 − α2,

στων οποίων την γραφική παράσταση μπορεί να αναλυθεί η υπερβολή

x2

α2
− y

2

β2
= 1.

Το σχήμα 1.7 υποβάλλει την ιδέα ότι η γραφική παράσταση μιας κυρτή συνάρτη-

ση που έχει ασύμπτωτο στο +∞ ή στο −∞ βρίσκεται πάνω από την ασύμπτωτο

αυτή ενώ αν η συνάρτηση είναι κοίλη βρίσκεται κάτω. Αυτό ισχύει όπως προ-

κύπτει από το επόμενο:
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Σχήμα 1.8. (Από το σχολικό βιβλίο) Οι ασύμπτωτοι μια υπερβολής σε κανονική
θέση.

Πρόταση ♢ 8. ΄Εστω f μια κυρτή συνάρτηση ορισμένη και παραγωγίσιμη στο

διάστημα (m,+∞) (αντιστοίχως (−∞,m)). Αν η f έχει στο +∞ (αντιστοίχως

−∞) ασύμπτωτο την y = αx + β τότε ισχύει

f(x) > αx + β για κάθε x ∈ (m,+∞)

Απόδειξη Εργαζόμαστε με την περίπτωση +∞. Η περίπτωση −∞ αποδεικνύε-

ται όμοια.

Θεωρούμε την παραγωγίσιμη συνάρτηση

g(x) = f(x) − (αx + β)

η οποία έχει παράγωγο g′(x) = f ′(x) − α η οποία, προφανώς, είναι γνησίως

αύξουσα. ΄Αρα η g είναι κυρτή. Θα αποδείξουμε ότι η g παίρνει μόνο θετικές

τιμές.

Επειδή η y = αx + β είναι ασύμπτωτος της f στο +∞ θα ισχύει:

lim
x→+∞

(f (x) − (αx + β)) = 0

και επομένως

lim
x→+∞

g (x) = 0. (∗)

Η g είναι κυρτή και επομένως η γραφική παράσταση της βρίσκεται πάνω από

κάθε εφαπτομένης της. Αυτό σημαίνει ότι για οποιοδήποτε x0 θα είναι

g (x) ≥ g′ (x0) (x − x0) + g (x0)

Δεν μπορεί για κάποιο x0 να είναι g′ (x0) > 0 διότι τότε είναι

lim
x→+∞

(g′ (x0) (x − x0) + g (x0)) = +∞
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και επομένως και lim
x→+∞

g (x) = +∞ που έρχεται σε αντίθεση με την (∗). ΄Αρα

για όλα τα x είναι

g′(x) ≤ 0. (∗∗)
και επομένως η g είναι φθίνουσα.

Η g δεν μπορεί να πάρει αρνητικές τιμές. Πράγματι αν g(x1) < 0 για κάποιο

x1 τότε αφού η g είναι φθίνουσα θα είναι g(x) ≤ g(x1) για x > x1. Παίρνοντας

όρια για x→ +∞ έχουμε το άτοπο συμπέρασμα ότι 0 ≤ g(x1) < 0. ΄Αρα g(x) ≥ 0
για όλα τα x. Αν υποτεθεί ότι για κάποιο x2 είναι g(x2) = 0 τότε για όλα τα

x > x2 θα είναι 0 = g(x2) ≥ g(x) ≥ 0 δηλαδή g(x) = 0 και τότε για x > x2 θα

είναι g′(x) = 0 πράγμα που αντιβαίνει στο ότι η g′ είναι γνησίως αύξουσα.

΄Αρα η g παίρνει μόνο θετικές τιμές. Ο.Ε.Δ.

KJ

Είναι γνωστό ότι αν οι κωνικές τομές θεωρηθούν όχι στο Ευκλείδειο αλλά

στο προβολικό επίπεδο που είναι το Ευκλείδειο επίπεδο συμπληρωμένο με τα

εις άπειρο σημεία τότε οι ασύμπτωτοι των υπερβολών «γίνονται» εφαπτομένες

τους. Μάλιστα μπορούμε να θεωρήσουμε της ασυμπτώτους ως ένα είδος «κα-

τάληξης» των εφαπτομένων. Η εφαπτομένη της υπερβολής
x2

α2 − y2

β2 = 1 στο

σημείο (t, βα
√
t2 − α2) είναι η ευθεία

y = βt

α
√
t2 − α2

x − βα

α
√
t2 − α2

.

΄Οταν t→ +∞ έχουμε ότι:

βt

α
√
t2 − α2

→ β

α
,

βα

α
√
t2 − α2

→ 0.

δηλαδή η εφαπτομένη «τείνει» προς την ασύμπτωτο.

Το αποτέλεσμα αυτό ισχύει γενικά για κυρτές συναρτήσεις.

Πρόταση ♢ 9. ΄Εστω f μια συνάρτηση ορισμένη και παραγωγίσιμη στο διάστημα

(m,+∞). Αν η f έχει στο +∞ ασύμπτωτο την y = αx + β και η εφαπτομένη

της στο τυχόν σημείο της (t, f(t) είναι η ευθεία y = α(t)x + β(t) τότε:

lim
t→+∞

α (t) = α, lim
t→+∞

β (t) = β

Απόδειξη Θεωρούμε όπως στην πρόταση 8 την συνάρτηση

g(x) = f(x) − (αx + β)

η οποία είναι κυρτή και στο +∞ έχει όριο το μηδέν. Ισχύει δε:

g′(x) = f(x) − α
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Σχήμα 1.9. Η ασύμπτωτος υπερβολής είναι οριακή θέση της εφαπτομένης.

Επιχειρηματολογώντας όπως στην πρόταση ♢ 8 συνάγουμε ότι g′(x) ≤ 0 και

ότι η g είναι φθίνουσα. Με όμοιο τρόπο συνάγουμε ότι η g δεν μπορεί να πάρει

αρνητικές τιμές και επομένως g(x) ≥ 0 για όλα τα x.
Η g είναι κυρτή και επομένως το σημείο (p, g(p)) της Cg είναι πάνω από την

εφαπτομένη της στο (q, g(q)). ΄Αρα:

g(p) ≥ g′(q)(p − q) + g(q) (♡)

1. Θέτοντας στην (♡) όπου q το t και όπου p το t − 1 βρίσκουμε:

g(t − 1) ≥ −g′ (t) + g (t) .

Συνδυάζοντας την σχέση αυτή με την g′(x) ≤ 0 έχουμε την:

g (t) − g (t − 1) ≤ g′ (t) ≤ 0 (∗).

Παίρνοντας όρια για t→ +∞ στην (∗) βρίσκουμε ότι

lim
t→+∞

g′ (t) = 0.

Αλλά g′ (t) = f ′ (t) − α επομένως

lim
t→+∞

f ′ (t) = α (∗∗).

2. Θέτοντας στην (♡) όπου q το t και όπου p το 3t βρίσκουμε g(3t) ≥
g′(t)(2t) + g(t) δηλαδή

g′(t)t ≤ 1

2
(g(3t) − g(t)) (∗ ∗ ∗).
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Θέτοντας στην (♡) όπου q το t και όπου p το
t
3 βρίσκουμε

g ( t
3
) ≥ −2

3
g′ (t) t + g (t)

από την οποία έχουμε:

3

2
(g (t) − g ( t

3
)) ≤ g′ (t) t (∗ ∗ ∗∗).

Συνδυάζοντας τις (∗ ∗ ∗) και (∗ ∗ ∗∗) έχουμε την

3

2
(g (t) − g ( t

3
)) ≤ g′ (t) t ≤ 1

2
(g(3t) − g(t)) .

Παίρνοντας όρια στο +∞ και λαμβάνοντας υπ΄ όψιν ότι τα g(t), g ( t3) , g(3t)
έχουν όριο μηδέν βρίσκουμε ότι

lim
t→+∞

g′ (t) t = 0,

δηλαδή ότι

lim
t→+∞

(f ′ (t) − α)t = 0.

Αλλά

f(t) − tf ′(t) = f(t) − αt + αt − tf ′(t) = (f(t) − αt) − (f ′(t) − α)t

Παίρνοντας όρια στο +∞ και λαμβάνοντας υπ΄ όψιν ότι στο +∞ το f(t)−αt
έχει όριο β έχουμε:

lim
t→+∞

(f(t) − tf ′(t)) = β (∗ ∗ ∗ ∗ ∗)

Από τις (∗∗) και (∗ ∗ ∗ ∗ ∗) έχουμε ότι:

lim
t→+∞

α (t) = α, lim
t→+∞

β (t) = β

Ο.Ε.Δ.

Σχόλιο 1. Ας σημειωθεί ότι η παραπάνω ιδιότητα δεν ισχύει για όλες τις συναρ-

τήσεις. Δηλαδή μπορεί μια παραγωγίσιμη συνάρτηση να έχει στο +∞ ασύμπτω-

το αλλά αυτή να μην αποτελεί οριακή θέση της εφαπτομένης με την έννοια που

δόθηκε προηγουμένως δηλαδή οι συντελεστές της εφαπτομένης τείνουν στους

συντελεστές της ασυμπτώτου (βλ. Παράδειγμα 2).

Παράδειγμα 2. Ας θεωρήσουμε την συνάρτηση

f (x) =
ημ (x3)
x
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ορισμένη στο (0,+∞). Είναι

RRRRRRRRRRR

ημ (x3)
x

RRRRRRRRRRR
= ∣ημ (x3)∣ ∣1

x
∣ ≤ ∣1

x
∣

άρα − 1
x ≤ f (x) ≤ 1

x που σημαίνει ότι

lim
x→+∞

f (x) = 0.

Επομένως η f έχει στο +∞ ασύμπτωτο την ευθεία y = 0. Για την παράγωγο

της f έχουμε:

f ′ (x) =
3 (συνx3)x3 − ημx3

x2
= 3xσυνx3 − ημx3

x2
.

Είναι λοιπόν

3xσυνx = f ′ (x) + ημx3

x2
.

Αν οι συντελεστές της εφαπτομένης έτειναν στους συντελεστές της ασυμ-

πτώτου θα έπρεπε η παράγωγος της f να έχει στο +∞ όριο το μηδέν. Τότε,

αφού lim
x→+∞

ημx3

x2
= 0, λόγω της παραπάνω σχέσης θα έπρεπε θα έπρεπε και

lim
x→+∞

3xσυνx = 0 δηλαδή lim
x→+∞

xσυνx = 0. Τότε η συνάρτηση h(x) = xσυνx− π2
θα είχε στο +∞ όριο το −π2 . ΄Αρα θα έπρεπε κοντά στο +∞ δηλαδή σε ένα

διάστημα της μορφής (a,+∞) να παίρνει μόνο αρνητικές τιμές. Αλλά κάθε δι-

άστημα (a,+∞) περιέχει ένα αριθμό της μορφής 2kπ με k θετικό ακέραιο. Για

αυτό τον αριθμό είναι h(2kπ) = 2kπσυν2kπ − π
2 = 2kπ − −π2 > 0 (άτοπο). ΄Αρα

η f ′ δεν έχει καν όριο στο +∞.

KJ

Η ύπαρξη ασυμπτώτου μιας συνάρτησης στο +∞ ή στο −∞ εξαρτάται από την

ύπαρξη, στο R, δύο ορίων:

• Του lim
x→±∞

f (x)
x

= α.

• Του lim
x→±∞

(f (x) − αx) = β.

Στην περίπτωση των κυρτών συναρτήσεων το μόνο που απαιτείται είναι η πα-

ράγωγος της συνάρτησης να έχει (κατά περίπτωση) στο ±∞ όριο πραγματικό

αριθμό. Σχετικά έχουμε το ακόλουθο:

Πρόταση ♢ 10. ΄Εστω f μια κυρτή συνάρτηση ορισμένη και παραγωγίσιμη στο

διάστημα (m,+∞) (αντιστοίχως (−∞,m)) με συνεχή παράγωγο. Τα εξής είναι

ισοδύναμα:
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Σχήμα 1.10. Στην f (x) = ημ(x3
)

x
η ασύμπτωτος στο +∞ δεν είναι οριακή

«θέση» της εφαπτομένης.

1. Η f έχει στο +∞ (αντιστοίχως −∞) ασύμπτωτο.

2. Η f ′ έχει στο +∞ (αντιστοίχως −∞) πραγματικό όριο.

Απόδειξη Θα δούμε την περίπτωση του +∞. Η περίπτωση του −∞ είναι όμοια.

(1)Ô⇒ (2) Υποθέτουμε ότι η f έχει ασύμπτωτο την ευθεία y = αx+β. Ξέρου-

με ότι η f ′ ως γνησίως αύξουσα και συνεχής έχει όριο στο +∞. Επομένως

υπάρχει το όριο lim
x→+∞

f ′(x)
(x)′ και είναι ίσο με lim

x→+∞
f ′ (x). Διακρίνουμε δύο

περιπτώσεις:

Περίπτωση 1: α ≠ 0 Τότε επειδή lim
x→+∞

(f (x) − (αx + β)) = 0 με g (x) =
f (x) − (αx + β) είναι lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞
(g (x) + αx + β) = ±∞ α-

νάλογα με το αν α > 0 ή α < 0. Αλλά τότε

α = lim
x→+∞

f (x)
x

=
(±∞+∞ )

lim
x→+∞

f ′ (x)
(x)′

= lim
x→+∞

f ′ (x)

και επομένως η f ′ έχει στο +∞ πραγματικό όριο.

Περίπτωση 2: α = 0 Στην περίπτωση αυτή

lim
x→+∞

f (x) = β και lim
x→+∞

(f (x) + x) = +∞.

Αλλά τότε:

lim
x→+∞

f (x) + x
x

=
(+∞+∞ )

lim
x→+∞

f ′ (x) + 1

(x)′
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Το όριο του α΄ μέλους είναι ίσο με 1 επομένως το όριο του β΄ μέλους

είναι πραγματικός αριθμός. ΄Αρα και το όριο lim
x→+∞

f ′ (x) είναι ο

πραγματικός αριθμός 0.

Αλλά τότε

α = lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

f ′ (x)
(x)′

= lim
x→+∞

f ′ (x)

και επομένως το ότιο της f ′ στο +∞ είναι πραγματικός αριθμός.

(2)Ô⇒ (1) Υποθέτουμε ότι η f ′ έχει στο +∞ όριο τον πραγματικό αριθμό

α. Η f ′ έχει το πολύ μία ρίζα επομένως σε κάποιο διάστημα (k,+∞) ⊆
(m,+∞) δεν έχει ρίζα και επομένως διατηρεί πρόσημο. Αυτό σημαίνει

ότι η f σε αυτό το διάστημα είναι γνησίως μονότονη και επομένως έχει

όριο στο +∞. Αν το όριο αυτό είναι κάποιος πραγματικός αριθμός β τότε

η ευθεία y = β είναι ασύμπτωτος της f και η απόδειξη έχει τελειώσει. Αν

τώρα το όριο αυτό είναι ±∞ θέτουμε:

f ′ (t) = α + r (t) , lim
x→+∞

r (t) = 0

Επειδή f ′ ! είναι f ′ (t) ≤ α και επομένως r (t) ≤ 0. Θεωρούμε τυχόν

x0. Επειδή για κάθε t το σημείο (x0, f (x0)) θα βρίσκεται πάνω από την

εφαπτομένη της Cf στο (t, f(t)) θα ισχύει:

f (x0) ≥ f ′ (t) (x0 − t) + f (t)

επομένως θα είναι:

f (x0) − f ′ (t)x0 ≥ f (t) − f ′ (t) t

άρα

f (x0) − f ′ (t)x0 ≥ f (t) − αt − r (t) t.
Αλλά κοντά στο +∞ είναι t > 0 άρα −r (t) t ≥ 0 και επομένως:

f (x0) − f ′ (t)x0 ≥ f (t) − αt κοντά στο +∞.

Είναι (f (t) − αt)′ = f ′ (t)−a ! και επομένως η κυρτή συνάρτηση f (t)−
αt έχει όριο στο +∞. Το όριο αυτό είναι μικρότερο ή ίσο του

lim
x→+∞

(f (x0) − f ′ (t)x0) = f (x0) − αx0

επομένως είναι κάποιος πραγματικός αριθμός β. Τέλος:

lim
x→+∞

f (x)
x

=
(±∞+∞ )

lim
x→+∞

f ′ (x)
(x)′

= lim
x→+∞

f ′ (x) = α

Αυτό σημαίνει ότι η ευθεία y = αx + β είναι ασύμπτωτος της f στο +∞.

Ο.Ε.Δ.
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1.7 Κυρτές συναρτήσεις και χορδές.

Ο ορισμός του Αρχιμήδη για τις κοίλες συναρτήσεις χρησιμοποιεί την έννοια

της χορδής και απαιτεί η καμπύλη να βρίσκεται προς το ίδιο μέρος της χορδής. Η

εικόνα της γραφικής παράστασης μιας κυρτής συνάρτησης μας υποβάλλει άμεσα

αυτή την ιδέα. Τα σημεία της γραφικής παράστασης που βρίσκονται μεταξύ δύο

σημείων της A, B είναι κάτω από τα αντίστοιχα σημεία της χορδής της AB. Για

Σχήμα 1.11. Στις κυρτές συναρτήσεις τα σημεία των χορδών βρίσκονται πάνω
από τα αντίστοιχα σημεία της γραφικής παράστασης.

να περιγράψουμε αλγεβρικά το φαινόμενο αυτό θα μπορούσαμε να υποθέσουμε

ότι τα σημεία A, B είναι τα A(x1, f(x1)) και B(x2, f(x2)) με x1 < x2 και να

υπολογίσουμε την ευθεία που διέρχεται από αυτά. Η εξίσωση της είναι η:

y = f(x1) − f(x2)
x1 − x2

(x − x1) + f(x1) (1.4)

Το τυχόν σημείο N(x, f(x)) του τόξου AB της Cf είναι κάτω από το αντίστοιχο

σημείο της χορδής αν η τεταγμένη του f(x) είναι μικρότερη από την τεταγμένη

του αντίστοιχου σημείου της AB. Δηλαδή αν ισχύει η συνθήκη

Αν x1 < x < x2 τότε f(x) < f(x1) − f(x2)
x1 − x2

(x − x1) + f(x1) (1.5)

Ας διατυπώσουμε και αποδείξουμε την συνθήκη (1.5).

Πρόταση ♢ 11. ΄Εστω ότι η συνάρτηση f είναι κυρτή στο διάστημα ∆ και x1,

x2 σημεία του ∆ με x1 < x2. Τότε κάθε σημείο M(x, y) της χορδής με άκρα

A (x1, f (x1)), B (x2, f (x2)) έχει τεταγμένη μεγαλύτερη από το αντίστοιχο

σημείο N(x, f(x)) της Cf .
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Σχήμα 1.12. Αλγεβρική περιγραφή των σημείων χορδής και των αντίστοιχων
σημείων της γραφικής παράστασης.

Απόδειξη. ΄Οπως είδαμε στα προηγούμενα αρκεί f(x) < y όπου

y = f(x1) − f(x2)
x1 − x2

(x − x1) + f(x1).

Ιοδύναμα θέλουμε

f (x) − f(x1) − f(x2)
x1 − x2

(x − x1) − f(x1) < 0

για κάθε x ∈ (x1, x2). Θέτουμε

g (x) = f (x) − f(x1) − f(x2)
x1 − x2

(x − x1) − f(x1)

και έχουμε

g′ (x) = f ′ (x) − f(x1) − f(x2)
x1 − x2

Επειδή η f ′ είναι γνησίως αύξουσα έχουμε ότι και η g′ είναι γνησίως αύξουσα.

Από το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει ξ μεταξύ των x1 , x2 ώστε

f(x1) − f(x2)
x1 − x2

= f ′ (ξ) .

Ο ξ είναι ρίζα της g′ και λόγω της μονοτονίας της είναι μοναδική. Για x < ξ
θα είναι g′(x) < g′(ξ) = 0 και για x > ξ θα είναι g′(x) > 0, ΄Εχουμε λοιπόν τον

παρακάτω πίνακα μεταβολών της g.
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x

g′(x)

g(x)

ξ

− 0 +

g(ξ)g(ξ)

x1

0

x2

0

Από τον οποίο συνάγεται ότι μεταξύ των x1 και x2 η f παίρνει μόνο αρνητικές

τιμές πράγμα που αποδεικνύει την ζητούμενη ανισότητα.

Σχόλιο 2. Από την προηγούμενη μελέτη προκύπτει ότι αν ένα σημείο της Cf
έχει τετμημένη εκτός του διαστήματος των x1, x2 τότε έχει τεταγμένη μεγα-

λύτερη από το αντίστοιχο σημείο του φορέα της χορδής και επομένως βρίσκεται

πάνω από αυτό. Επομένως η ευθεία που συνδέει δύο σημεία της Cf δεν μπορεί

να περιέχει και τρίτο σημείο της. Επομένως η γραφική παράσταση μιας κυρτής

συνάρτηση δεν μπορεί να περιέχει τρία διαφορετικά συνευθειακά σημεία. Φυ-

σικά το αυτό ισχύει και όταν η συνάρτηση είναι κοίλη. Στην Πρόταση ♢ 18

αποδεικνύεται το αντίστροφο.

Η μορφή της συνθήκης (1.5) είναι σχετικά δύσχρηστη. Ωστόσο μπορού-

με να της δώσουμε μια πιο εύχρηστη ισοδύναμη μορφή αν αλλάξουμε κάπως

τον συμβολισμό κάνοντας κάποιες μετατροπές: Στην πραγματικότητα αυτό που

θέλουμε είναι αν πάρουμε x1 < x < x2 η τιμή της f στον «μεσαίο» αριθμό

να είναι μικρότερη από την τιμή της συνάρτησης της ευθείας που ορίζουν τα

σημεία της γραφικής παράστασης της f με τεμημένες τα x1, x2. Αν κάνουμε

την αλλαγή συμβολισμού:

΄Οπου x1 αφήσουμε το x1

΄Οπου x βάλουμε το x2

΄Οπου x2 βάλουμε το x3

θέλουμε:

f (x2) <
f (x1)) − f (x3)

x1 − x3
(x2 − x1) + f (x1) (1.6)

ή ισοδύναμα:

Αν x1 < x2 < x3 τότε
f (x2) − f (x1)

x2 − x1
< f (x1) − f (x3)

x1 − x3
(1.7)

Η παραπάνω σχέση μας πληροφορεί ότι υπάρχει μια ανισότητα μεταξύ συν-

τελεστών διευθύνσεως. Αν στην γραφική παράσταση της f πάρουμε σημεία
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A (x1, f (x1)), B (x2, f (x2)), Γ (x3, f (x3)) με x1 < x2 < x3 τότε ο συντελε-

στής διευθύνσεως του του τμήματος AB είναι μικρότερος από τον συντελεστή

διευθύνσεως του τμήματος AΓ. Συμβολικά:

Αν x1 < x2 < x3, A (x1, f (x1)) ,B (x2, f (x2)) ,Γ (x3, f (x3)) τότελAB < λAΓ (1.8)

Αλλά η σχέση (1.6) εκτός από την (1.8) όπως προκύπτει με εύκολες πράξεις

είναι ισοδύναμη με την

Αν x1 < x2 < x3 τότε
f (x2) − f (x1)

x2 − x1
< f (x3) − f (x2)

x3 − x2
(1.9)

που μεταφράζεται στην λAB < λBΓ. Επίσης η (1.6) είναι ισοδύναμη και με την

Αν x1 < x2 < x3 τότε
f (x3) − f (x1)

x3 − x1
< f (x3) − f (x2)

x3 − x2
(1.10)

που μας λέει ότι λAΓ < λBΓ .

Τα παραπάνω συνοψίζονται στην:

Πρόταση ♢ 12. Αν δύο χορδές της γραφικής παράστασης μιας κυρτής συ-

νάρτησης, άγονται από το ίδιο σημείο τότε μεγαλύτερη κλίση έχει εκείνη που

καταλήγει σε σημείο με μεγαλύτερη τετμημένη.

Σχήμα 1.13. Αν δύο χορδές άγονται από το ίδιο σημείο τότε μεγαλύτερη κλίση
έχει εκείνη που καταλήγει σε σημείο με μεγαλύτερη τετμημένη.



1.7. Κυρτές συναρτήσεις και χορδές. 27

Σχόλιο 3. * Οι προηγούμενες συνθήκες είναι ισοδύναμες με την

Αν x1 < x2 < x3 τότε x1f (x2)+x2f (x3)+x3f (x1)−x2f (x1)−x3f (x2)−x1f (x3) > 0

που με την βοήθεια των οριζουσών γράφεται:

Αν x1 < x2 < x3 τότε

RRRRRRRRRRRRRR

x1 f (x1) 1
x2 f (x2) 1
x3 f (x3) 1

RRRRRRRRRRRRRR
> 0 (1.11)

που μας λέει ότι όταν διατρέχουμε την περίμετρο ενός τριγώνου που έχει τις

κορυφές του στην γραφική παράσταση της συνάρτησης κινούμενοι από το σημείο

με τη μικρότερη τετμημένη σε εκείνο με την αμέσως μεγαλύτερη διαφράφουμε

το τρίγωνο κατά την θετική φορά του επιπέδου.

Η παρακάτω Πρόταση ♢ αναφέρεται στην περίπτωση χορδών που δεν έχουν

κατ΄ αναγκην κοινό άκρο.

Πρόταση ♢ 13. Αν f είναι μια κυρτή συνάρτηση ορισμένη στο ∆ και x1, x2,

y1, y2 είναι σημεία του ∆ με

x1 ≥ x2, y1 ≥ y2, x1 ≠ y1, x2 ≠ y2

τότε
f (x1) − f (y1)

x1 − y1
≥ f (x2) − f (y2)

x2 − y2
.

Απόδειξη. Αν είναι x1 > x2 τότε

f (x1) − f (y1)
x1 − y1

> f (x2) − f (y1)
x2 − y1

≥ f (x2) − f (y2)
x2 − y2

.

΄Ομοια και για την περίπτωση όπου y1 > y2. Τέλος αν x1 = x2 και y1 = y2 η

αποδεικτέα ισχύει σαν ισότητα. Ο.Ε.Δ.

Οι συνθήκες (1.5), (1.6), (1.7), (1.8), (1.11) είναι όλες ισοδύναμες και

ισχύουν αφού αποδείξαμε την πρώτη. Διατυπώνουμε δύο ακόμη ισοδύναμες

συνθήκες.

Μπορούμε να περιγράψουμε το σημείο M της χορδής AB διαφορετικά: Το

σημείο M είναι μεταξύ των A και B (σχήμα 1.14) αν και μόνο αν υπάρχει αριθμός

λ (δεν υποδηλώνει συντελεστή διευθύνσεως) με 0 < λ < 1 ώστε

ÐÐ→
AM = λÐ→AB.

Αν την σχέση αυτή την γράψουμε με συντεταγμένες (με xM , yM δηλώνουμε

τις συντεταγμένες του M) θα έχουμε

(xM − x1, yM − f (x1)) = λ (x2 − x1, f (x2) − f (x1)) ,
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Σχήμα 1.14. Διανυσματική περιγραφή των σημείων της χορδής.

δηλαδή:

xM − x1 = λ (x2 − x1) , yM − f (x1) = λ (f (x2) − f (x1)) ,

από τις οποίες έχουμε:

xM = (1 − λ)x1 + λx2, yM = (1 − λ) f (x1) + λf (x2) .

Επομένως αυτό που θέλουμε είναι:

Αν 0 < λ < 1 τότε f ((1 − λ)x1 + λx2) < (1 − λ) f (x1) + λf (x2) (1.12)

Η ανισότητα (1.12) ονομάζεται ανισότητα του Jensen και ισχύει αφού είναι ισο-

δύναμη με την (1.5). Ωστόσο μπορούμε να δώσουμε και μία αυτοτελή απόδειξη:

Πρόταση ♢ 14. Αν f είναι μια κυρτή συνάρτηση ορισμένη στο διάστημα ∆ και

x1, x2 είναι στοιχεία του ∆ με x1 ≠ x2 τότε για κάθε λ ∈ (0,1) ισχύουν τα

ακόλουθα:

• Το (1 − λ)x1 + λx2 είναι μεταξύ των x1, x2 και επομένως ανήκει στο ∆

• f ((1 − λ)x1 + λx2) < (1 − λ) f (x1) + λf (x2)

Απόδειξη Μπορούμε να υποθέσουμε χωρίς να βλάπτεται η γενικότητα ότι x1 <
x2.
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Για το πρώτο σκέλος πρέπει να δείξουμε ότι:

x1 < (1 − λ)x1 + λx2 < x2

που ισοδυναμεί με τις

λx1 < λx2 και (1 − λ)x1 < (1 − λ)x2

Για το δεύτερο σκέλος έχουμε:

f ((1 − λ)x1 + λx2) < (1 − λ) f (x1) + λf (x2)⇔

f ((1 − λ)x1 + λx2) − (1 − λ) f (x1) − λf (x2) < 0⇔

(1 − λ + λ) f ((1 − λ)x1 + λx2) − (1 − λ) f (x1) − λf (x2) < 0⇔

(1 − λ) (f ((1 − λ)x1 + λx2) − f (x1)) + λ (f ((1 − λ)x1 + λx2) − f (x2)) < 0
και εφαρμόζοντας το θεώρημα μέσης τιμής για την f στα διαστήματα

[x1, (1 − λ)x1 + λx2] , [(1 − λ)x1 + λx2, x2]

έχουμε ισοδύναμα:

(1 − λ) ((1 − λ)x1 + λx2 − x1) f ′ (ξ1) + λ ((1 − λ)x1 + λx2 − x2) f ′ (ξ2) < 0⇔

(1 − λ)λ (x2 − x1) f ′ (ξ1) − (1 − λ)λf ′ (ξ1) (x2 − x1) < 0⇔

(1 − λ)
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

+

λ®
+
(x2 − x1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

+

(f ′ (ξ1) − f ′ (ξ2))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

< 0,

που ισχύει. Λάβαμε υπ΄ όψιν ότι ξ1 < ξ2 και ότι η f ′ είναι γνησίως αύξουσα.

Αποδείξαμε ότι αν η f είναι κυρτή ισχύει η συνθήκη (1.5). Μπορούμε να

αποδείξουμε και το αντίστροφο:

Πρόταση ♢ 15. ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής στο ∆, παραγωγίσιμη στα εσωτερι-

κά σημεία του ∆ και για κάθε x1, x2, x3 εσωτερικά σημεία του ∆ με x1 < x2 < x3

ισχύει:

f (x2) <
f(x1) − f(x3)

x1 − x3
(x2 − x1) + f(x1)

Τότε η f είναι κυρτή στο ∆.

Απόδειξη Πρέπει να αποδείξουμε ότι η f ′ είναι γνησίως αύξουσα. Αν για

συντομία χρησιμοποιήσουμε τον συμβολισμό λp,q για να δηλώσουμε τον συν-

τελεστή διευθύνσεως του τυχόντος τμήματος με άκρα (p, f (p)) και (q, f (q))
δηλαδή τον αριθμό

λp,q =
f (p) − f (q)

p − q ,

η υπόθεση μας λέει ότι (βλ και σελ. 26) αν x1 < x2 < x3 τότε λx1,x2 < λx2,x3 .
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Θεωρούμε εσωτερικά σημεία του ∆, p, q με p < q. Θα δείξουμε ότι f ′(p) <
f ′(q). Θεωρούμε αριθμούς a < b < c με p < a < b < c < q. Θεωρύμε τα σημεία

P,A,B,C,Q της Cf με τετμημένες p, a, b, c, q.
Για κάθε θετικό αριθμό h τέτοιο ώστε να ισχύει p + h < a και q − h > c

θεωρούμε και τα σημεία M,N της Cf με τετμημένες p + h, q − h (Βλ. σχήμα

1.15). Ισχύει:

p < p + h < a < b < c < q − h, q
και επομένως Θα έχουμε:

f (p + h) − f (p)
h

= λPM < λMA < λAB < λBC < λCN < λNQ = f (q − h) − f (q)
−h

Από αυτές τις ανισότητες μας ενδιαφέρουν οι

f (p + h) − f (p)
h

< λAB < λBC < f (q − h) − f (q)
−h

Παίρνοτας όρια για hÐ→ 0 έχουμε

f ′ (p) ≤ λAB < λBC ≤ f ′ (q)

΄Αρα f ′(p) < f ′(q) και επομένως η f ′ είναι γνησίως αύξουσα και η f είναι κυρτή.

Μπορούμε να ενοποιήσουμε τις Προτάσεις ♢ 11, 15 σε μία υιοθετώντας κάπως

διαφορετική αλλά χρήσιμη διατύπωση:

Πρόταση ♢ 16. ΄Εστω μια συνάρτηση f που είναι συνεχής στο ∆ και παραγω-

γίσιμη στα εσωτερικά σημεία του. Οι εξής προτάσεις είναι ισοδύναμες:

1. Η f είναι κυρτή.

2. Για κάθε x1, x2 ∈ ∆ με x1 < x2 υπάρχουν α,β ώστε για κάθε x ∈ [x1, x2]
να ισχύει f (x) ≤ αx + β και το «ίσον» να ισχύει μόνο για x = x1 και

x = x2.

Απόδειξη Η ευθεία y = αx + β είναι η χορδή με άκρα τα σημεία (x1, f (x1)),
(x2, f (x2)). Το αποτέλεσμα είναι άμεσο. Ο.Ε.Δ.

Από τα προηγούμενα φάνηκε ότι αν ισχύει η ανισότητα του Jensen για μία

συνάρτηση η συνάρτηση είναι κυρτή. Ας δώσουμε μία ακριβέστερη διατύπωση

της σχετικής πρότασης και μία απόδειξη της.

Πρόταση ♢ 17. ΄Εστω μια συνάρτηση f που είναι συνεχής στο ∆ και παραγω-

γίσιμη στα εσωτερικά σημεία του. Αν για κάθε ζεύγος στοιχείων x1, x2 του

∆ με x1 < x2 και για κάθε λ ∈ (0,1) ισχύει

f ((1 − λ)x1 + λx2) < (1 − λ) f (x1) + λf (x2)

τότε η f είναι κυρτή.
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Σχήμα 1.15. Για την απόδειξη στην πρόταση ♢ 15: Αν κάθε τόξο βρίσκεται
κάτω από την χορδή η συνάρτηση είναι κυρτή.

Απόδειξη ΄Εστω

α = f (x2) − f (x1)
x2 − x1

, β = f (x1) − αx1

Για x ∈ (x1, x2) ονομάζουμε λ = x−x1
x2−x1 . Είναι λ ∈ (0,1). Από την υπόθεση

έχουμε

f ((1 − λ)x1 + λx2) < (1 − λ) f (x1) + λf (x2) (∗)
Αλλά (1 − λ)x1 + λx2 = x και (1 − λ) f (x1) + λf (x2) = αx + β. ΄Αρα η ((∗))
δίνει ότι για x ∈ (x1, x2) είναι

f(x) < αx + β

ενώ για x = x1 ή x = x2 ισχύει f(x) = αx + β. Επομένως η f είναι κυρτή από

την Πρόταση ♢ 16. Ο.Ε.Δ.

Σχόλιο 4. Η γνήσια ανισότητα στην πρόταση 17 είναι ουσιώδης για να είναι η

f κυρτή σύμφωνα πάντα με τον ορισμό κυρτότητας που ακολουθούμε δηλαδή

εκείνον του σχολικού βιβλίου. Πράγματι ας υποθέσουμε ότι για μια συνάρτηση

(όχι κατ΄ ανάγκην παραγωγίσιμη) ορισμένη σε ένα διάστημα ∆ ισχύει

f ((1 − λ)x1 + λx2) ≤ (1 − λ) f (x1) + λf (x2) (∗)
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για όλα τα x1, x2 από το ∆ και όλα τα λ ∈ [0,1] αλλά για ένα ζεύγος στοιχείων

x1 = a < x2 = b του ∆ και ένα λ =m ∈ (0,1) η (∗) ισχύει σαν ισότητα δηλαδή

f ((1 −m)a +mb) = (1 −m) f (a) +mf (b) .

Εύκολα διαπιστώνουμε ότι με

c = (1 −m)a +mb (#).

το c ανήκει στο (a, b) και το σημείο C(c, f(c)) είναι εσωτερικό σημείο του

ευθυγράμμου τμήματος με άκρα τα σημεία A(a, f(a)), B(b, f(b)).
Ας θεωρήσουμε u ∈ (a, c). Είναι c ∈ (u, b) και επομένως για κατάλληλο

t ∈ (0,1) είναι

c = (1 − t)u + tb (##).

Συνδυάζοντας τις (#), (##) βρίσκουμε ότι:

u = 1 −m
1 − t a +

m − t
1 − t b (###).

Εύκολα βρίσκουμε ότι m < 1 και ότι 0 < 1−m
1−t < 1 και ότι

m−t
1−t = 1 − 1−m

1−t .
Επομένως εφαρμόζοντας την (∗) στις (##), ((###)) βρίσκουμε ότι

f (c) ≤ (1 − t) f (u) + tf (b) ≤

(1 − t) ((1 −m
1 − t ) f (a) + m − t

1 − t f (b)) + tf (b) =

(1 −m) f (a) +mf (b) = f (c) .

Επομένως f (c) = (1 − t) f (u) + tf (b) και τα σημεία C, B, U(u, f(u)) είναι

συνευθειακά. Επομένως το U(u, f(u)) ανήκει στο τμήμα AB. Στο ίδιο συμ-

πέρασμα, όμοια, καταλήγουμε αν υποθέσουμε ότι u ∈ (c, b). Επομένως το τμήμα

AB ανήκει εξ΄ ολοκλήρου στην Cf .
Συμπεραίνουμε δε ότι αν στην Πρόταση ♢ 17 η ανισότητα δεν είναι γνήσια

τότε η f δεν είναι κυρτή.

Παρακάτω έχουμε μια επέκταση του Σχολίου 2 (βλ. και [16] σελ. 97 Ασκ.

115).

Πρόταση ♢ 18. ΄Εστω μια συνάρτηση f που είναι συνεχής στο ∆ = [α,β] και

παραγωγίσιμη στα εσωτερικά σημεία του. Αν τρία οποιαδήποτε διάφορα σημεία

της Cf δεν είναι συνευθειακά τότε η f είναι κυρτή ή κοίλη.

Απόδειξη ΄Εστω A(x1, f (x1), B (x2, f (x2)) δύο σημεία της Cf με x1 < x2.

Παρατηρούμε ότι δεν είναι δυνατόν να υπάρχουν σημεία της Cf με τετμημένες

στο διάστημα [x1, x2] τα οποία να βρίσκονται εκατέρωθεν της χορδής AB.

Πράγματι αν αυτό συνέβαινε και ήταν τα σημεία P (p, f (p)) πάνω από την
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χορδή και Q (q, f (q)) κάτω από την χορδή με p, q ∈ [x1, x2] (Σχήμα 1.16)

επειδή η εξίσωση της ευθείας AB είναι

y = f (x2) − f (x1)
x2 − x1

(x − x1) + f (x1) ,

θα ήταν

f(p) > f (x2) − f (x1)
x2 − x1

(p − x1)+f (x1) , f(q) < f (x2) − f (x1)
x2 − x1

(q − x1)+f (x1) .

Επομένως η συνεχής συνάρτηση

Σχήμα 1.16. Για την απόδειξη στην πρόταση ♢ 18: Δεν μπορούν να υπάρχουν
σημεία της Cf εκατέρωθεν μιας χορδής

g (x) = f (x) − (f (x2) − f (x1)
x2 − x1

(x − x1) + f (x1))

παίρνει ετερόσημες τιμές στα άκρα του διαστήματος με άκρα τα p, q και από

το θεώρημα Bolzano έχει ρίζα μεταξύ των p και q που είναι κάποιος αριθμός

x3 ∈ (x1, x2). Αλλά τότε το σημείο (x3, f (x3)) που είναι διαφορετικό από τα

A, B ανήκει στην ίδια ευθεία με αυτά (άτοπο).
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Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δοθείσης τυχούσας χορδής με άκρα A(x1, f (x1),
B (x2, f (x2)) ή όλα τα σημεία της Cf με τετμημένη στο (x1, x2) βρίσκονται

κάτω από την AB ή όλα πάνω από την AB.

Θεωρούμε την χορδή AB με άκρα A (α, f (α)) και B (β, f (β)). Θα δε-

ίξουμε ότι αν τα σημεία της Cf με τετμημένη στο (α,β) βρίσκονται κάτω από

την χορδή το αυτό ισχύει για όλες τις άλλες χορδές και επομένως η f είναι

κυρτή. ΄Ομοια αν βρίσκονται πάνω τότε η f θα είναι κοίλη. ΄Εστω λοιπόν μια

οποιαδήποτε άλλη χορδή με άκρα K(κ, f(κ)), Λ(λ, f(λ)) όπου α ≤ κ < λ ≤ β
χωρίς φυσικά να ισχύουν και τα δύο «ίσον». Διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

Περίπτωση 1) α < κ < λ < β Επιχειρηματολογούμε με απαγωγή στο άτοπο

υποθέτοντας ότι κάποιο σημείο M(x0, f(x0)) της Cf δεν βρίσκεται κάτω

από την χορδή KΛ. Το M δε μπορεί να βρίσκεται επί της χορδής δι-

ότι τότε θα είχαμε τρία διάφορα συνευθειακά σημεία της Cf τα K, Λ, M
που αντίκειται στην υπόθεση επομένως θα βρίσκεται πάνω από την χορ-

δή (Σχήμα 1.17). Τότε επειδή δεν μπορεί να υπάρχουν σημεία της Cf
εκατέρωθεν της χορδής, όλα τα σημεία της Cf με τετμημένη στο (κ,λ)
βρίσκονται πάνω από την χορδή. Ας συμβολίσουμε με λAK , λKΛ , λΛB

τους συντελεστές διευθύνσεως των ευθειών AK, KΛ, ΛB. Αυτοί είναι

ανά δύο διάφοροι αλλιώς η Cf θα είχε τρία συνευθειακά σημεία. Δείχνου-

με ότι αποκλείεται λAK > λKΛ > λΛB. Πράγματι σε μια τέτοια περίπτωση

θα ήταν

λAK = f (κ) − f (α)
κ − α > λΛB,

λKΛ = f (λ) − f (κ)
λ − κ > λΛB,

f (β) − f (λ)
β − λ = λΛB.

Επομένως

f (κ)−f (α) > λΛB (κ − α) , f (λ)−f (κ) > λΛB (λ − κ) , f (β)−f (λ) = λΛB (β − λ) .

Προσθέτοντας βρίσκουμε ότι για τον συντελεστή διευθύνσεως λAB της

AB ισχύει λAB > λΛB. Αλλά αφού το Λ βρίσκεται κατω από την AB είναι

f (λ) < λAB (λ − β)+f (β) που μας δίνει την f (λ)−f (β) < λAB (λ − β)
και αφού λ − β < 0 την λΛB > λAB (άτοπο). ΄Αρα κάποια από τις λAK <
λKΛ ή λKΛ < λΛB θα ισχύει.

Περίπτωση 1α λAK < λKΛ Θα δείξουμε ότι για κατάλληλο h > 0 η

ευθεία

y = λKΛ (x − κ) + f (κ) + h,
που είναι παράλληλη με την χορδήKΛ και βρίσκεται πάνω από αυτήν

τέμνει την Cf τουλάχιστον σε τρία διαφορετικά σημεία. Ισοδύναμα

η συνάρτηση

g (x) = λKΛ (x − κ) + f (κ) + h − f (x) ,
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να έχει τουλάχιστον τρεις διαφορετικές ρίζες.

Ας ονομάσουμε w τη μέγιστη τιμή της συνάρτησης

t (x) = f (x) − λKΛ (x − κ) − f (κ) ,

στο [κ,λ] η οποία προφανώς είναι θετικός αριθμός και επιτυγχάνεται

σε κάποιο µ ∈ (κ,λ). Αν κατ΄ αρχάς επιλέξουμε το h > 0 να είναι

μικρότερο του w τότε για την g(x) δηλαδή την g (x) = h−t (x) είναι

g (κ) = g (λ) = h > 0, g (µ) = h −w < 0,

επομένως η g έχει δύο διάφορες ρίζες στο (κ,λ). Επίσης

g (α) = (λAK − λKΛ) (κ − α) + h,

Είναι g (α) < 0 αν και μόνο αν h < (λKΛ − λAK) (κ − α). Επομε-

νως αν τελικά επιλέξουμε τον θετικό h να είναι μικρότερος και από

τους δύο θετικούς αριθμούς w και (λKΛ − λAK) (κ − α) θα έχου-

με εξασφαλίσει ότι η g έχει τρεις ρίζες πράγμα που μας οδηγεί στο

επιθυμητό άτοπο.

Περίπτωση 1β λKΛ < λΛB Αντιμετωπίζεται όμοια με την Περίπτωση
1α.

Περίπτωση 2) α = κ < λ < β Τα A, K συμπίπτουν και θα είναι λAΛ < λΛB.

Εργαζόμαστε όπως στην Περίπτωση 1) παίρνοντας την

g (x) = λAΛ (x − α) + f (α) + h − f (x) .

Περίπτωση 3) α ≤ κ < λ = β Παρόμοια με την προηγούμενη.

Ο.Ε.Δ.

Αναφέρουμε τώρα μια πρόταση ισχυρότερη από την Πρόταση ♢ 15 η οποία

δίνει το ίδιο συμπέρασμα με ασθενέστερη υπόθεση ([16] σελ. 73 Πρ. 88, [61]

σελ. 57 ασκ. 19-1):

Πρόταση ♢ 19. * ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής στο ∆, παραγωγίσιμη στα εσω-

τερικά σημεία του ∆. Αν για κάθε ζεύγος εσωτερικών σημείων x1, x3 του ∆
με x1 < x3 υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο x2 με x1 < x2 < x3 ώστε:

f (x2) <
f(x1) − f(x3)

x1 − x3
(x2 − x1) + f(x1),

τότε η f είναι κυρτή στο ∆.

Απόδειξη Επιχειρηματολογούμε με απαγωγή στο άτοπο. ΄Εστω πως υπάρχουν

x1 < x3 έτσι ώστε για κάποιο x4 με x1 < x4 < x3 να είναι

f (x4) ≥
f(x1) − f(x3)

x1 − x3
(x4 − x1) + f(x1) (∗).
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Σχήμα 1.17. Για την απόδειξη στην πρόταση ♢ 18: Η ύπαρξη σημείου της Cf
πάνω από την χορδή KΛ οδηγεί σε άτοπο.

Η υπόθεση δεν επιτρέπει τόξα της Cf να είναι ευθύγραμμα τμήματα. Επομένως

από το Σχόλιο 4 συμπεραίνουμε ότι η (∗) ισχύει ως γνήσια ανισότητα. ΄Εστω

L το σύνολο των στοιχείων x του διαστήματος [x1, x3] για τα οποία ισχύει

f (x) = f(x1) − f(x3)
x1 − x3

(x − x1) + f(x1) (∗∗).

΄Εστω

L1 = L ∩ [x1, x4] , L3 = L ∩ [x4, x3] .
Τα L1, L3 είναι μη κενά αφού το πρώτο περιέχει το x1 και το δεύτερο το x3.

Επίσης κανένα δεν περιέχει το x4 το οποίο είναι άνω φράγμα του πρώτου και

κάτω φράγμα του δεύτερου. ΄Εστω

x∗1 = supL1, x∗3 = inf L3.

Είναι:

x1 ≤ x∗1 ≤ x4 ≤ x∗3 ≤ x3.

Θα υπάρχουν ακολουθίες (αn), (βn) στοιχείων των L1, L3 με όρια τα x∗1 ,
x∗3 . Κάθε αn και κάθε βn επαληθεύει την (∗∗) και λόγω συνεχείας το αυτό
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θα συμβαίνει και με το όριο τους. Συνεπώς τα x∗1 , x
∗
3 ανήκουν στα L1, L3

αντιστοίχως και επομένως x1 ≤ x∗1 < x4 < x∗3 ≤ x3, και το διάστημα (x∗1 , x∗3)
δεν περιέχει αριθμούς που επαληθεύουν την (∗). Αλλά από την υπόθεση θα

πρέπει για τα x∗1 < x∗3 να υπάρχει x2 με x∗1 < x2 < x∗3 ώστε

f (x2) <
f(x∗1) − f(x∗3)

x∗1 − x∗3
(x2 − x∗1) + f(x∗1).

Επειδή οι ευθείες

y = f(x1) − f(x3)
x1 − x3

(x − x1) + f(x1), y = f(x
∗
1) − f(x∗3)
x∗1 − x∗3

(x − x∗1) + f(x∗1),

συμπίπτουν έχουμε ότι

f (x4) >
f(x∗1) − f(x∗3)

x∗1 − x∗3
(x4 − x∗1) + f(x∗1).

Επιχειρηματολογώντας όπως στην αρχή της απόδειξης στην Πρόταση ♢
18 συμπεραίνουμε ότι υπάρχει σημείο της χορδής με άκρα τα (x∗1 , f(x∗1)) και

(x∗3 , f(x∗3)) με τετμημένη στο (x∗1 , x∗3) που ανήκει στην Cf . Αυτό μας οδηγεί

στο άτοπο συμπέρασμα ότι υπάρχει αριθμός του (x∗1 , x∗3) που επαληθεύει την

(∗∗). Ο.Ε.Δ.

1.8 Κυρτότητα και πράξεις.

Είδαμε ότι, όπως επεσήμανε και ο Αριστοτέλης για τις καμπύλες, οι έννοιες

κυρτή και κοίλη συνάρτηση είναι στενά συνδεδεμένες. Ισχύει το εξής:

Πρόταση ♢ 20. Μια συνάρτηση f είναι κυρτή σε ένα διάστημα. ∆ αν και μόνο

αν η αντίθετη της −f είναι κοίλη στο ∆.

Απόδειξη Ας υποθέσουμε ότι η f είνα κυρτή σε ένα διάστημα ∆ δηλαδή είναι

συνεχής στο ∆, παραγωγίσιμη στα εσωτερικά του σημεία και η παράγωγος είναι

γνησίως αύξουσα.

Η αντίθετη της θα είναι επίσης συνεχής στο ∆ και όπου παραγωγίζεται η f
θα παραγωγίζεται και αυτή και μάλιστα (−f)′ = f ′. Τέλος από τον ορισμό της

μονοτονίας έχουμε ότι αν x1, x2 είναι εσωτερικά σημεία του ∆ θα είναι f ′ (x1) <
f ′ (x2) άρα −f ′ (x1) > −f ′ (x2) που σημαίνει ότι (−f)′ (x1) > (−f)′ (x2). ΄Αρα

η −f είναι γνησίως φθίνουσα και η −f είναι κοίλη. Το αντίστροφο, δηλαδή το

ότι αν η −f είναι κοίλη τότε η f είναι κυρτή αποδεικνύεται όμοια. Ο.Ε.Δ.

Σχόλιο 5. Η προηγούμενη πρόταση μας επιτρέπει να αναγάγουμε θέματα που

αφορούν σε κοίλες συναρτήσεις σε αντίστοιχα για κυρτές. Ειδικά σε θέματα

που αφορούν σε ανισότητες έχουμε αναγωγή παίρνοντας ένα μείον και επομένως

αλλάζοντας φορά στην ανίσωση.
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Σχήμα 1.18. Η f είναι κυρτή αν και μόνο αν η αντίθετη της −f είναι κοίλη.

Η πρόσθεση συμπεριφέρεται καλά με τις κυρτές συναρτήσεις:

Πρόταση ♢ 21. Το άθροισμα δύο κυρτών συναρτήσεων είναι συνάρτηση κυρτή.

Απόδειξη Αν οι συναρτήσεις f , g είναι κυρτές στο ∆ τότε οι παράγωγοι τους

f ′, g′ είναι γνησίως αύξουσες άρα για x1, x2 από το ∆ με x1 < x2 είναι f ′(x1) <
f ′(x2) και g′(x1) < g′(x2). ΄Αρα f ′(x1) + g′(x1) < f ′(x2) + g′(x2) δηλαδή

(f + g)′(x1) < (f + g)′(x2) και η f + g είναι γνησίως αύξουσα άρα η f + g είναι

κυρτή. Ο.Ε.Δ.

Λόγω του ότι η αντίθετη κυρτής συνάρτησης είναι κοίλη ο πολλαπλασιασμός

κυρτής συνάρτησης με αριθμό άλλοτε δίνει κυρτή και άλλοτε κοίλη συνάρτηση

ανάλογα με το πρόσημο του αριθμού.

Πρόταση ♢ 22. Το γινόμενο κυρτής συνάρτησης με μη μηδενικό αριθμό εί-

ναι συνάρτηση κυρτή αν ο αριθμός είναι θετικός και κοίλη αν ο αριθμός είναι

αρνητικός.

Απόδειξη Αν f είναι κυρτή στο ∆, c > 0 και x1, x2 από το ∆ με x1 < x2 ισχύει

f ′(x1) < f ′(x2) και επομένως cf ′(x1) < cf ′(x2) δηλαδή (cf)′(x1) < (cf)′(x2)
και η (cf)′ είναι γνησίως αύξουσα άρα η cf είναι κυρτή. Αν ήταν c < 0 κατά

τον πολλαπλασιασμό της f ′(x1) < f ′(x2) με c η ανισότητα θα άλλαζε φορά και

θα συμπεραίναμε έτσι ότι η cf είναι κοίλη. Ο.Ε.Δ.

Σχόλιο 6. Η σταθερή συνάρτηση μηδέν όπως και κάθε σταθερή συνάρτηση ή

γενικότερα κάθε γραμική συνάρτηση f(x) = αx + β έχει σταθερή παράγωγο ή

οποία δεν είναι γνησίως μονότονη άρα δεν είναι κυρτή ούτε κοίλη.

Για την διαφορά δύο κυρτών συναρτήσεων δεν μπορούμε να έχουμε ένα

προκαθορισμένο αποτέλεσμα:
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Παράδειγμα 3. Οι συναρτήσεις f(x) = x4
και g(x) = x2

είναι κυρτές στο R.

Η διαφορά τους f − g είναι κυρτή σε κάθε ένα από τα διαστήματα (−∞,−
√

6
6 ]

και [
√

6
6 +∞) ενώ είναι κοίλη στο διάστημα [−

√
6

6 ,
√

6
6 ].

Σχήμα 1.19. Η διαφορά δύο κυρτών συναρτήσεων μπορεί να είναι συνάρτηση
κυρτή ή κοίλη.

Για το γινόμενο κυρτών συναρτήσεων δεν μπορούμε να έχουμε κάποιο συμ-

πέρασμα χωρίς άλλες πληροφορίες:

Παράδειγμα 4. Ας θεωρήσουμε τις συναρτήσεις f(x) = x2
και g (x) = e−x

που είναι κυρτές στο R. Στο διάστημα [2 −
√

2,2 +
√

2] το γινόμενο τους είναι

κοίλη συνάρτηση ενώ στο διάστημα [2 +
√

2,+∞) δίνει κυρτή.

Ας σημειωθεί ότι στο προηγούμενο παράδειγμα είδαμε συγχρόνως ότι το

πηλίκο
x2

ex των κυρτών συναρτήσεων x2
και ex σε άλλα διαστήματα είναι κυρτή

συνάρτηση και σε άλλα κοίλη. Επομένως δεν μπορούμε να έχουμε ένα κανόνα

που να αφορά το πηλίκο συναρτήσεων.

Ξέρουμε ότι η σύνθεση συμπεριφέρεται καλά με τη μονοτονία: Η σύνθεση

δύο γνησίως μονοτόνων συναρτήσεων του ίδιου είδους μονοτονίας είναι γνησίως

αύξουσα και αντίθετου είδους μονοτονίας είναι γνησίως φθίνουσα. Τα πράγματα

δεν είναι το ίδιο καλά με την σύνθεση κυρτών συναρτήσεων. Μπορούμε όμως

να έχουμε ένα συμπέρασμα με επιπλέον υποθέσεις.

Πρόταση ♢ 23. Αν οι συναρτήσεις f , g,

• ορίζονται στα ανοικτά διαστήματα ∆1 και ∆2,
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Σχήμα 1.20. Το γινόμενο δύο κυρτών συναρτήσεων μπορεί να είναι συνάρτηση
κυρτή ή κοίλη.

• ισχύει f (∆1) ⊆ ∆2,

• είναι κυρτές και

• η g είναι γνησίως αύξουσα

τότε η σύνθεση τους g ○ f είναι κυρτή.

Απόδειξη Αν λ ∈ (0,1) και x < y από το ∆1 έχουμε

(g ○ f) ((1 − λ)x + λy) = g (f ((1 − λ)x + λy)) <
f κυρτή ,g !

g (f (x) + λf (y)) ≤
g κυρτή

(1 − λ) g(f(x)) + λg (f (y)) =

= (1 − λ) (g ○ f) (x) + λ (g ○ f) (y)
Το αποδεικτέο προκύπτει από εφαρμογή της Πρότασης ♢ 17. Ο.Ε.Δ.

΄Οσον αφορά την αντιστροφή κυρτών συναρτήσεων ισχύει το ακόλουθο.

Πρόταση ♢ 24. * ΄Εστω f ∶ I → R κυρτή και γνησίως μονότονη. ΄Εστω ότι το

σύνολο τιμών της είναι το διάστημα J . Τότε

1. Αν f ! τότε η f−1
είναι κοίλη.

2. Αν f(x) # τότε η f−1
είναι κυρτή.

Απόδειξη Λόγω μονοτονίας της f ή θα είναι f ′(x) ≥ 0 για όλα τα x είτε

f ′(x) ≤ 0 για όλα τα x. Παρατηρούμε ότι η f ′ δεν μπορεί να μηδενίζεται

στο I διότι τότε αφού είναι γνησίως αύξουσα θα γίνονταν αρνητική σε κάποιο

υποδιάστημα του I και θετική σε κάποιο άλλο και η f δεν θα ήταν γνησίως

μονότονη. ΄Αρα θα είναι f ′(x) > 0 για όλα τα x είτε f ′(x) < 0 για όλα τα x.
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Θα χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα σύμφωνα με το οποίο αν μια συνάρτηση

είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα και η παράγωγος της δεν μηδενίζεται τότε

και η αντίστροφη συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη. ΄Ετσι αφού για κάθε x ∈ I
ισχύει f−1 (f (x)) = x θα είναι (f−1)′ (f (x)) f ′ (x) = 1 και επομένως

(f−1)′ (f (x)) = 1

f ′ (x) (∗).

΄Εστω y1 < y2 από το J . Θα είναι y1 = f (x1) και y2 = f (x2) για κάποια x1, x2

από το I για τα οποία, προφανώς, θα είναι x1 < x2. Τότε f ′ (x1) < f ′ (x2).

1. Αν η f ′ παίρνει μόνο θετικές τιμές θα είναι
1

f ′(x1) >
1

f ′(x2) και λόγω της

(∗) θα ισχύει (f−1)′ (y1) > (f−1)′ (y2). Επομένως (f−1)′ # και η f−1

είναι κοίλη (βλ. και σχήμα 1.21).

2. Αν η f ′ παίρνει μόνο αρνητικές τιμές θα είναι
1

f ′(x1) <
1

f ′(x2) και η f−1

είναι κυρτή.

Ο.Ε.Δ.

Σχήμα 1.21. Αντίστροφη κυρτής και γνησίως μονότονης.

Στα προηγούμενα συσχετίσαμε την κυρτότητα με διμελείς πράξεις συναρ-

τήσεων (πρόσθεση, σύνθεση) ή μονομελείς (αντίθετη συνάρτηση, αντίστροφη

συνάρτηση). Στα επόμενα θα συσχετίσουμε την κυρτότητα με τη μονομελή

πράξη της μέσης τιμής. Υπενθυμίζεται ότι μέση τιμή μιας συνεχούς συνάρτη-

σης f σε ένα διάστημα [α,β] είναι ο αριθμός

f̄ = ∫
β
α f (x)dx
β − α .
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Αν τώρα έχουμε το άνω άκρο μεταβλητό μπορούμε να έχουμε την (μεταβλητή)

μέση τιμή της f στο διάστημα [α,x]. Σχετικά ισχύει το επόμενο:

Πρόταση ♢ 25. ΄Εστω f ∶ [α,β]→ R κυρτή συνάρτηση. Τότε η συνάρτηση

F (x) = {
∫ xα f(t)dt
x−α , x ∈ (α,β]
f (α) , x = α

είναι κυρτή.

Απόδειξη Υπάρχον διάφοροι τρόποι απόδειξης. Θα δώσουμε τρεις
5
.

Α Τρόπος. Η f θα είναι συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσιμη στο (α,β)
με γνησίως αύξουσα παράγωγο. Η F είναι προφανώς συνεχής στο (α,β] και

παραγωγίσιμη στο (α,β). Επίσης

lim
x→α

F (x) = lim
x→α

∫ xα f (t)dt
x − α =

( 0
0
)

lim
x→α

f (x)
1

= f (α) = F (α) .

Επομένως η F είναι συνεχής και στο α. Για x ∈ (α,β) έχουμε

F ′ (x) =
f (x) (x − a) − ∫ xa f (t) dt

(x − a)2
,

F ′′ (x) =
f ′ (x) (x − a)2 − 2 (x − a) f (x) + 2 ∫ xa f (t) dt

(x − a)3
.

Επειδή η f είναι κυρτή έχουμε ότι για όλα τα t ∈ [a, x] ισχύει:

f (t) ≥ f ′ (x) (t − x) + f (x) ,

και το «ίσον» ισχύει μόνο για t = x. Επομένως ολοκληρώνοντας στο [a, x] θα

έχουμε:

∫
x

a
f (t)dt > f ′ (x)∫

x

a
(t − x)dt + f (x)∫

x

a
1dt.

Από την τελευταία ανισότητα έχουμε ότι

∫
x

a
f (t)dt > −1

2
f ′ (x) (x − a)2 + f (x) (x − a) ,

από την οποία συμπεραίνουμε ότι F ′′ (x) > 0 και η F είναι κυρτή. Ο.Ε.Δ.

Β Τρόπος. Διαπιστώνουμε ότι η F είναι συνεχής. Κατόπιν θεωρούμε p < q
από το (α,β) και λ ∈ (0,1) και θα δείξουμε ότι

F ((1 − λ)p + λq) < (1 − λ)F (p) + λF (q) (∗).
5
Μερικοί ακόμη μπορούν να βρεθούν στον σύνδεσμο https://www.mathematica.gr/

forum/viewtopic.php?f=61&t=63555.

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=61&t=63555
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=61&t=63555
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Είναι:

F ((1 − λ)p + λq) = ∫
(1−λ)p+λq
α f (t)dt
(1 − λ)p + λq − α =

lim
n→+∞

n−1

∑
k=0

(1−λ)p+λq−α
n f (a + k (1−λ)p+λq−αn )

(1 − λ)p + λq − α =

((1 − λ)p + λq − α) lim
n→+∞

1
n

n−1

∑
k=0

f (α + k (1−λ)p+λq−αn )

(1 − λ)p + λq − α =

lim
n→+∞

1

n

n−1

∑
k=0

f ((1 − λ) (α + kp − α
n

) + λ(α + kq − α
n

)) ≤
f κυρτή

(1 − λ)
lim
n→+∞

n−1

∑
k=0

p−α
n f (α + k p−αn )

p − α + λ
lim
n→+∞

n−1

∑
k=0

q−α
n f (α + k q−αn )

q − α =

(1 − λ) ∫
p
α f (t)dt
p − α + λ∫

q
α f (t)dt
q − α = (1 − λ)F (p) + λF (q) .

Μέχρι στιγμής έχουμε αποδείξει ότι F ((1 − λ)p + λq) ≤ (1 − λ)F (p)+λF (q)
και όχι το γνήσιο της ανισότητας. Αν υποτεθεί ότι η ανισότητα ισχύει σαν

ισότητα τοτε από το Σχόλιο 4 η CF στο διάστημα [p, q] θα συμπίπτει με το

ευθύγραμμο τμήμα με άκρα P (p, f(p)), Q(q, f(q)) επομένως στο διάστημα

αυτό η F θα είναι της μορφής F (x) = γx + δ δηλαδή θα ισχύει:

∫
x

α
f (t)dt = (x − α) (γx + δ) ,

για όλα τα x ∈ [p, q]. Παραγωγίζοντας δύο φορές βρίσκουμε ότι η f ′ είναι στα-
θερή και καταλήγουμε στο άτοπο συμπέρασμα ότι η f δεν είναι κυρτή. Τελικά

ισχύει η (∗) και από την Πρόταση ♢ 17 η F είναι κυρτή.

* Γ Τρόπος. Πάλι διαπιστώνουμε ότι η F είναι συνεχής. ΄Οπως στον Α Τρόπο
βρίσκουμε

F ′ (x) =
f (x) (x − a) − ∫ xa f (t) dt

(x − a)2
,

και παρατηρούμε ότι το πηλίκο των παραγώγων των όρων του β΄ μέλους είναι

(f (x) (x − a) − ∫ xa f (t) dt)′

((x − a)2)′
= f

′ (x)
2

,

δηλαδή μια γνησίως αύξουσα συνάρτηση. ΄Αρα και η F ′
είναι γνησίως αύξουσα

από τον κανόνα μονοτονίας τύπου De l’ Hospital ([57]). Ο.Ε.Δ.
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1.9 Κυρτότητα, μονοτονία και ακρότατα.

Τα σχήματα διαφόρων κυρτών συναρτήσεων μας υποβάλλουν την ιδέα ότι

αν έχουν ελάχιστο αυτό θα παρουσιάζεται σε μία μόνο θέση και ότι το μέγιστο

αν υπάρχει θα παρουσιάζεται μόνο σε άκρο του διαστήματος που ορίζονται.

Σχήμα 1.22. Μέγιστα - ελάχιστα κυρτών συναρτήσεων.

Πρόταση ♢ 26. ΄Εστω μια συνάρτηση f που είναι κυρτή στο διάστημα ∆.

1. Αν η f παρουσιάζει ακρότατο σε εσωτερικό σημείο x0 του ∆ αυτό θα

είναι ελάχιστο και το x0 θα αποτελεί μοναδική θέση ελαχίστου.

2. Αν η f παρουσιάζει ελάχιστο σε κάποιο άκρο του ∆ τότε είναι γνησίως

μονότονη. Συγκεκριμένα γνησίως αύξουσα αν το ελάχιστο παρουσιάζεται

σε αριστερό άκρο και γνησίως φθίνουσα αν παρουσιάζεται σε δεξιό άκρο.

3. Αν η f δεν παρουσιάζει ελάχιστο τότε είναι γνησίως μονότονη.

Απόδειξη

1. Από το θεώρημα του Fermat έχουμε ότι f ′(x0) = 0. Επειδή η f ′ είναι

γνησίως αύξουσα (Πρόταση ♢1) έχουμε ότι:

• Για x ∈ ∆ με x < x0 είναι f ′(x) < f ′(x0) = 0.

• Για x ∈ ∆ με x > x0 είναι f ′(x) > f ′(x0) = 0.

Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (−∞, x0] ∩ ∆ και γνησίως

αύξουσα στο διάστημα ∆ ∩ [x0,+∞). ΄Αρα για κάθε x ≠ x0 θα είναι

f(x) > f(x0) συνεπώς η f παρουσιάζει ελάχιστο στο x0 και λόγω της

επι μέρους μονοτονίας δεν παρουσιάζει αλλού ελάχιστο.
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2. Ας υποθέσουμε ότι ο α ∈ R είναι κάτω άκρο του διαστήματος ∆ και ότι

η f παρουσιάζει ελάχιστο στο α. Θα δείξουμε ότι η f είναι γνησίως

αύξουσα. Για τον σκοπό αυτό θα δείξουμε ότι στα εσωτερικά σημεία του

∆ η παράγωγος f ′ της f είναι θετική. Πράγματι σε ενάντια περίπτω-

ση για κάποιο εσωτερικό σημείο x0 έχουμε ότι f ′(x0) ≤ 0. Τότε λόγω

της μονοτονίας της παραγώγου για x < x0 θα είναι f ′(x) < f ′(x0) και

επομένως στο (α,x0) η παράγωγος της f είναι αρνητική και η f είναι

γνησίως φθίνουσα στο [α,x0]). Συνέπεια του τελευταίου είναι το άτο-

πο συμπέρασμα ότι η f δεν έχει ελάχιστο στο x0. Επομένως η f είναι

γνησίως αύξουσα.

3. Αντιμετωπίζεται παρόμοια με το 2. Ο.Ε.Δ.

Μια κυρτή συνάρτηση μπορεί να έχει ή να μην έχει ακρότατα. Ιδιαιτέρως μπορεί

να έχει ή να μην έχει ελάχιστο. Παρακάτω θα δούμε ότι η ύπαρξη ή όχι ελα-

χίστου καθορίζεται από το πρόσημο της παραγώγου στα άκρα του διαστήματος

που ορίζεται η συνάρτηση. Στις περιπτώσεις που κάποιο άκρο δεν ανήκει στο

διάστημα τότε αντί του προσήμου της παραγώγου παίρνουμε το πρόσημο του

ορίου της παραγώγου σε αυτό το άκρο. Η απόδειξη στην Πρόταση ♢27 μπορεί

να γίνει και χωρίς την υπόθεση ότι η η παράγωγος της συνάρτησης είναι συνε-

χής. Αυτή η υπόθεση χρησιμοποιείται για να αποδειχθεί με «σχολικό» τρόπο

η ύπαρξη ορίου στα άκρα του διαστήματος που δουλεύουμε. Ωστόσο η ύπαρξη

των ορίων της παραγώγου στα άκρα του διαστήματος στο οποίο ορίζεται μια

κυρτή συνάρτηση προκύπτει και μόνο από το γεγονός ότι η παράγωγος είναι

γνησίως μονότονη.

Πρόταση ♢ 27. ΄Εστω μια συνάρτηση f η οποία είναι ορισμένη και κυρτή σε

ένα διάστημα ∆ και της οποίας η παράγωγος είναι συνεχής. ΄Εστω u, v το κάτω

και το άνω άκρο του ∆ αντιστοίχως. Ισχύουν τα εξής:

1. Τα όρια lim
x→u

f ′ (x) και lim
x→v

f ′ (x) υπάρχουν.

2. lim
x→u

f ′ (x) < lim
x→v

f ′ (x) .

Απόδειξη

1. Η f ′ είναι συνεχής, γνησίως αύξουσα και ορισμένη σε διάστημα (Πρόταση
♢ 1). Το σύνολο τιμών της είναι διάστημα με άκρα τα όρια της στα άκρα

του ∆ τα οποία αναγκαστικά υπάρχουν.

2. Θεωρούμε εσωτερικά σημεία p, q του ∆ με p < q. Αφού κοντά στο u
είναι f ′(x) < f ′(p) θα είναι lim

x→u
f ′ (x) ≤ f ′ (p). ΄Ομοια συμπεραίνουμε

ότι lim
x→v

f ′ (x) ≥ f ′ (q). Συνδυάζοντας αυτές τις δύο ανισότητες με την

f ′ (p) < f ′ (q) έχουμε το αποδεικτέο. Ο.Ε.Δ.

Πρόταση ♢ 28. ΄Εστω μια συνάρτηση f η οποία είναι ορισμένη και κυρτή σε

ένα διάστημα ∆ και της οποίας η παράγωγος είναι συνεχής. ΄Εστω u, v το κάτω

και το άνω άκρο του ∆ αντιστοίχως.
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1. Αν lim
x→u

f ′ (x) < 0 και lim
x→v

f ′ (x) > 0 η f έχει ελάχιστο.

2. Αν lim
x→u

f ′ (x) = 0 και lim
x→v

f ′ (x) > 0 τότε η f είναι γνησίως αύξουσα.

3. Αν lim
x→u

f ′ (x) > 0 και lim
x→v

f ′ (x) = 0 τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα.

Απόδειξη

1. Αφού το όριο lim
x→u

f ′ (x) είναι αρνητικό θα υπάρχει εσωτερικό σημείο x1

του ∆ ώστε f ′ (x1) < 0. Αφού lim
x→v

f ′ (x) > 0 θα υπάρχει x2 εσωτερικό

σημείο του ∆ ώστε x1 < x2 και f ′ (x2) > 0. Από το θεώρημα του Bolzano
θα υπάρχει x3 μεταξύ των x1, x2 τέτοιο ώστε f ′ (x3) = 0. Το x3 είναι

φυσικά εσωτερικό σημείο του ∆ και είναι θέση ελαχίστου της f .

2. Αν για κάποιο εσωτερικό σημείο x0 του ∆ είναι f ′(x0) ≤ 0 τότε υπάρχει

x1 επίσης εσωτερικό σημείο του ∆ ώστε f ′ (x1) < f ′ (x0) ≤ 0. Επομένως

lim
x→u

f ′ (x) ≤ f ′ (x1) < 0 (άτοπο). ΄Αρα σε όλα τα εσωτερικά σημεία του

∆ η παράγωγος είναι θετική και επομένως η f είνα γνησίως αύξουσα.

3. Αποδεικνύεται με παρόμοιο τρόπο όπως του 2. Ο.Ε.Δ.

Είδαμε ότι μία κυρτή συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα ∆ δεν μπορεί να πάρει

τη μέγιστη τιμή της σε εσωτερικό σημείο του πεδίου ορισμού της. Παρακάτω

έχουμε το αντίστροφο (Βλ. και [32] σελ. 9 για μια γενικότερη πρόταση.):

Πρόταση ♢ 29. ΄Εστω f μία παραγωγίσιμη συνάρτηση στο διάστημα ∆. Οι

εξής προτάσεις είναι ισοδύναμες:

1. Η f είναι κυρτή.

2. Για κάθε ζεύγος πραγματικών αριθμών α,β και κάθε κλειστό υποδιάστη-

μα J του ∆ η συνάρτηση g με g(x) = f(x) + αx + β παρουσιάζει τη

μέγιστη τιμή της σε άκρο του J και όχι σε εσωτερικό σημείο.

Απόδειξη Ας υποθέσουμε ότι η f είναι κυρτή. Θα είναι συνεχής στο ∆ και

το αυτό θα ισχύει για οποιαδήποτε g(x) = f(x)+αx+β. Η παράγωγος της f ′

θα είναι γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό του ∆ και το αυτό θα ισχύει για την

g′(x) = f ′(x) + α. Επομένως η g θα είναι κυρτή. Φυσικά θα είναι κυρτή και

σε κάθε υποδιάστημα J και λόγω της πρότασης ♢ 26 παρουσιάζει τη μέγιστη

τιμή της, σε κάποιο (ενδεχομένως και στα δύο) από τα άκρα του J .
Αντιστρόφως τώρα υποθέτουμε ότι όλες οι g(x) = f(x) + αx + β σε όλα τα

κλειστά υποδιαστήματα J του ∆ παρουσιάζουν τη μέγιστη τιμή στα άκρα των J
και όχι σε εσωτερικά σημεία τους. Θεωρούμε x1 < x2 από το ∆ και την ευθεία

y = αx + β που διέρχεται από τα (x1, f(x1), (x2, f(x2). ΄Εστω

g(x) = f(x) + (−1)αx + (−1)β.
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Η μέγιστη τιμή της g στο J = [x1, x2] παρουσιάζεται σε κάποιο από το άκρα

του. Αλλά g(x1) = g(x2) = 0 συνεπώς g(x) < 0 ΄για κάθε x ∈ (x1, x2) και στο

(x1, x2) ισχύει f(x) < αx + β. Από την πρόταση ♢ 15 έχουμε ότι η f είναι

κυρτή. Ο.Ε.Δ.

Ο συνήθης τρόπος για την αναζήτηση ακροτάτων είναι ή αναζήτηση των

ριζών της παραγώγου. Ξέρουμε όμως ότι δεν αρκεί η πληροφορία ότι κάπου η

παράγωγος μηδενίζεται για να αποφασίσουμε ότι εκεί η συνάρτηση παρουσιάζει

ακρότατο. Χρειάζονται και άλλοι έλεγχοι. Ωστόσο για τις κυρτές συναρτήσεις

τα πράγματα είναι απλούστερα.

Πρόταση ♢ 30. ΄Εστω f μία κυρτή συνάρτηση στο διάστημα ∆. Κάθε ρίζα της

παραγώγου της f είναι θέση ελαχίστου της f

Απόδειξη Αν x0 είναι η ρίζα της f ′ τότε υπάρχουν οι εξής περιπτώσεις:

1. Το x0 είναι το κάτω άκρο του ∆. Τότε αφού η f ′ είναι γνησίως αύξουσα

στο πεδίο ορισμού της (Πρόταση ♢ 1) για τα x > x0 θα είναι f ′(x) > 0
επομένως η f είναι γνησίως αύξουσα με ελάχιστο το f(x0).

2. Το x0 είναι το άνω άκρο του ∆. Τότε για τα x < x0 θα είναι f ′(x) < 0
επομένως η f είναι γνησίως φθίνουσα με ελάχιστο το f(x0).

3. Το x0 είναι το εσωτερικό σημείο του ∆. Τότε για τα x < x0 θα είναι

f ′(x) < 0 και για x > x0 θα είναι f ′(x) > 0. Η f αριστερά του x0 είναι

γνησίως φθίνουσα και δεξιά γνησίως αύξουσα επομένως η f έχει ελάχιστο

το f(x0).

Σχόλιο 7. Η προηγούμενη πρόταση μας επιτρέπει να έχουμε ένα αυτόματο

τρόπο για να βρούμε το ελάχιστο μιας κυρτής συνάρτησης με πεδίο ορισμού το

∆: Βρίσκουμε την παράγωγο της και κοιτάμε που μηδενίζεται.

• Αν βρούμε μια (μοναδική τιμή) που μηδενίζεται εκεί έχουμε ελάχιστο.

• Αν η παράγωγος (οποιασδήποτε συνάρτησης όχι κατ΄ ανάγκην κυρτής)
δεν μηδενίζεται τότε διατηρεί πρόσημο. Αυτό είναι άμεση συνέπεια του

θεωρήματος του Darboux ωστόσο μπορεί να διαπιστωθεί και αυτοτελώς:

Παρατηρούμε ότι το μέγιστο ή το ελάχιστο που παρουσιάζει η f σε κάθε

υποδιάστημα του πεδίου ορισμού της θα πρέπει να παρουσιάζεται στα

άκρα του διαφορετικά από το θεώρημα του Fermat θα έχουμε μηδενισμό

της παραγώγου. Επίσης από το θεώρημα μέσης τιμής η f θα είναι 1 −
1. Αν υποτεθεί ότι η f δεν είναι γνησίως μονότονη θα υπάρχουν α1 <
a2 και β1 < β2 ώστε να είναι f (α1) < f (a2) και f(β1) > f (β2). Ας

θεωρήσουμε στο επίπεδο τα σημεία (α1, f (α1)), (α2, f (α2)). Κάποιο

από τα σημεία (β1, f(β1)), (β2, f(β2)) είναι διάφορα από αυτά. Ας πούμε

το πρώτο. Το σημείο αυτό δηλ. το (β1, f(β1)) προφανώς δεν μπορεί

να τοποθετηθεί σε καμία από τις ευθείες x = α1, x = α2 διότι έχουμε
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Σχήμα 1.23. Για το Σχόλιο 7: Αν η παράγωγος δεν μηδενίζεται η συνάρτηση
είναι γνησίως μονότονη.

συνάρτηση αλλά ούτε στις y = f (α1), y = f (α2) διότι έχουμε συνάρτηση

1 − 1 άρα θα τοποθετηθεί σε κάποια από τις 9 περιοχές του Σχήματος
1.23. Εύκολα βλέπουμε ότι σε όποια περιοχή και αν τοποθετηθεί το

(β1, f(β1)) με την τοποθέτηση και του (β2, f(β2)) θα έχουμε πάντα

ένα κλειστό υποδιάστημα στο οποίο η μέγιστη ή η ελάχιστη τιμή της f
εμφανίζεται στο εσωτερικό του πράγμα που αντιβαίνει στις υποθέσεις μας.

Επομένως εξετάζοντας μία τιμή της μπορούμε να καταλάβουμε αν η συ-

νάρτηση είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα. Στην πρώτη πε-

ρίπτωση αν το κάτω άκρο του ∆ ανήκει σε αυτό εκεί έχουμε ελάχιστο.

Στην δεύτερη αν το άνω άκρο του ∆ είναι στοιχείο του ∆ τότε εκεί

έχουμε ελάχιστο.

1.10 Σχετικές θέσεις και εφαπτομένες.

Είδαμε (1.1) ότι οι κύκλοι αποτέλεσαν τα πρώτα σχήματα για την διαμόρφω-

ση της έννοιας κυρτότητας-κοιλότητας. Για το πλήθος των εφαπτομένων που

άγονται από δοθέν σημείο σε δοθέντα κύκλο έχουμε πλήρη περιγραφή ανάλογα

με την σχέση τηα απόστασης του σημείου από το κέντρο με την ακτίνα του

κύκλου. Επίσης για τις σχετικές θέσεις δύο κύκλων και το πλήθος των κοι-

νών εφαπτομένων τους έχουμε πλήρη περιγραφή με βάση την σχέση-διακέντρου

ακτίνων. Στην ενότητα αυτή θα εξεταστούν μερικά ανάλογα ζητήματα που α-

ναφέρονται κυρτές και κοίλες συναρτήσεις.
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1.10.1 Κοινά σημεία

Αν έχουμε μία κυρτή και μία κοίλη συνάρτηση με πεδίο ορισμού το διάστημα

∆ τότε το δυνατό πλήθος των κοινών σημείων τους είναι το αναμενόμενο:

Πρόταση ♢ 31. ΄Εστω οι συναρτήσεις f , g με πεδίο ορισμού το ∆ συνεχείς στο

∆ και παραγωγίσιμες στο εσωτερικό του τέτοιες ώστε:

1. Η f είναι κυρτή.

2. Η g′ είναι φθίνουσα στο εσωτερικό του ∆.

Τότε οι Cf και Cg έχουν το πολύ δύο κοινά σημεία.

Ιδιαιτέρως οι γραφικές παραστάσεις μιας κυρτή και μιας κοίλης με πεδίο ορισμού

το ∆ έχουν το πολύ δύο κοινά σημεία.

Απόδειξη Θεωρούμε την συνάρτηση h = f −g η οποία είναι συνεχής στο ∆ και

παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του με h′ = f ′ − g′. Αν x1 < x2 από το εσωτερικό

του ∆ τότε από τις υποθέσεις έχουμε τις

f ′ (x1) < f ′ (x2) , g′ (x1) ≥ g′ (x2)

δηλαδή τις:

f ′ (x1) < f ′ (x2) , −g′ (x1) ≤ −g′ (x2) .
Από αυτές προκύπτει ότι h′ (x1) < h′ (x2) δηλαδή η h′ είναι γνησίως αύξουσα.

Οι τετμημένες των κοινών σημείων των Cf και Cg είναι ρίζες της h. Αν οι Cf
και Cg είχαν περισσότερα από δύο κοινά σημεία η h θα είχε τουλάχιστον τρεις

ρίζες και από θεώρημα του Rolle η h′ θα είχε τουλάχιστον δύο ρίζες πράγμα

αδύνατο λόγω της μονοτονίας της h′. Ο.Ε.Δ.

Αν έχουμε δύο κυρτές ή δύο κοίλες συναρτήσεις ο αριθμός των κοινών ση-

μείων των γραφικών παραστάσεων τους (σε αντίθεση με την διαίσθηση που έχει

καλλιεργηθεί από τις συνήθεις προσλαμβάνουσες από παραβολές, υπερβολές και

εκθετικές-λογαριθμικές) μπορεί να είναι οποιοσδήποτε αριθμός:

Παράδειγμα 5. ΄Εστω ∆ = R και οι συναρτήσεις f , g στο ∆ με

f(x) = x4 + x2 g(x) = f(x) + ημx

Για τυχόν x είναι

f ′′ (x) = 12x2 + 2 > 0, g′′ (x) = 12x2 + 2 − ημx > 0,

επομένως και οι δύο συναρτήσεις είναι κυρτές. Το πλήθος των κοινών σημείων

των Cf και Cg συμπίπτει με το πλήθος των ριζών της ημ στο ∆. Επομένως οι

Cf και Cg έχουν άπειρα κοινά σημεία.

Σχόλιο 8. Στο προηγούμενο παράδειγμα μπορούμε να επιλέξουμε κατάλληλα

το ∆ ώστε να περιέχει ένα οποιοδήποτε πεπερασμένο αριθμό ριζών της ημ και

τότε οι Cf , Cg θα έχουν αυτόν τον αριθμό κοινών σημείων.
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Είδαμε ότι οι γραφικές παραστάσεις μιας κυρτής και μιας κοίλης συνάρτησης

δεν μπορούν να τέμνονται σε περισσότερα από δύο σημεία. Αν τέμνονται σε ένα

μόνο σημείο γενικά δεν συμβαίνει κάτι αντίστοιχο με τους κύκλους δηλαδή να

έχουμε σε αυτό το σημείο επαφή των δύο γραφικών παραστάσεων. Αν και δεν

θα χρησιμοποιηθεί στα επόμενα μπορούμε να δώσουμε τον ορισμό του σημείου

επαφής δύο γραφικών παραστάσεων: ΄Ενα κοινό σημείο δύο γραφικών παρα-

στάσεων παραγωγίσιμων συναρτήσεων ονομάζεται σημείο επαφής αν οι εφα-

πτομένες σε αυτό το σημείο συμπίπτουν
6
. Ωστόσο με μία επιπλέον προϋπόθεση

η επαφή εξασφαλίζεται: Η γραφική παράσταση της κυρτής να βρίσκεται πάνω

από την γραφική παράσταση της κοίλης. Σχετικά έχουμε το επόμενο:

Πρόταση ♢ 32. ΄Εστω οι συναρτήσεις f , g με πεδίο ορισμού το ∆ συνεχείς στο

∆ και παραγωγίσιμες στο εσωτερικό του τέτοιες ώστε:

1. Η f είναι κυρτή.

2. Η g είναι κοίλη.

3. f (x) ≥ g (x) για κάθε x ∈ ∆ και το ίσον ισχύει μόνο για ένα εσωτερικό

σημείο x0 του ∆.

Τότε οι εφαπτομένες των Cf και Cg στο κοινό τους σημείο (x0, f (x0)) συμ-

πίπτουν.

ΑπόδειξηΘεωρούμε την συνάρτηση h = f−g η οποία, όπως εύκολα διαπιστώνε-

ται, έχει γνησίως αύξουσα παράγωγο στο εσωτερικό του ∆. Από την υπόθεση

έχουμε ότι ισχύει h (x) ≥ 0 για όλα τα x και ότι για x = x0 ισχύει το ίσον. Από

το θεώρημα του Fermat θα είναι h′ (x0) = 0 και επομένως f ′ (x0) = g′ (x0).
΄Αρα οι εφαπτομένες των Cf και Cg στο (x0, f (x0)) που φυσικά διέρχονται από

αυτό έχουν ίσους συντελεστές διευθύνσεως άρα συμπίπτουν. Ο.Ε.Δ.

Σχόλιο 9. Ας σημειωθεί ότι η κοινή εφαπτομένη στις γραφικές παραστάσεις

της της Πρότασης ♢ 32 είναι μοναδική.

Συνοψίζοντας έχουμε ότι για τις γραφικές παραστάσεις δύο κυρτών (ή δύο

κοίλων συναρτήσεων) δεν μπορούμε να προκαθορίσουμε τον αριθμό των κοινών

σημείων ενώ οι γραφικές παραστάσεις μιας κοίλης και μίας κυρτής συνάρτησης

μπορούν να έχουν 0, 1 ή 2 κοινά σημεία.

1.10.2 Εφαπτομένες από σημείο.

Στις κωνικές τομές υπάρχει ένα «εσωτερικό» από τα σημεία το οποίου δεν

μπορούν να αχθούν εφαπτομένες στην κωνική και ένα «εξωτερικό», από τα

σημεία του οποίου, ενδεχομένως, άγονται (Σχήμα 1.25).

6
Ας σημειωθεί ότι ο ορισμός αυτός καλύπτει και την περίπτωση όπου η μία από τις δύο

συναρτήσεις είναι ευθεία: Αν μία ευθεία είναι εφαπτομένη στην γραφική παράσταση μιας

συνάρτησης f στο σημείο M τότε η εφαπτομένη της ευθείας στο M είναι η ίδια η ευθεία.
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Σχήμα 1.24. Κοινή εφαπτομένη Cf , Cg με f κυρτή, g κοίλη

Στις κυρτές συναρτήσεις υπάρχει μια αναλογία με τις κωνικές τομές. Στην

περίπτωση μίας κυρτής συνάρτησης τα σημεία από τα οποία δεν μπορούν να

αχθούν εφαπτομένες είναι εκείνα που βρίσκονται πάνω από την γραφική της

παράσταση (βλ. και 2.2).

Πρόταση ♢ 33. ΄Εστω f μία παραγωγίσιμη συνάρτηση με πεδίο ορισμού το ∆
η οποία είναι κυρτή και σημείο (x0, y0) του επιπέδου με x0 ∈ ∆.

1. Αν f (x0) < y0 τότε δεν υπάρχει εφαπτομένη της Cf που να διέρχεται από

το (x0, y0).

2. Αν f (x0) = y0 τότε υπάρχει ακριβώς μία εφαπτομένη της Cf που να

διέρχεται από το (x0, y0).

3. Αν f (x0) > y0 τότε υπάρχουν το πολύ δύο εφαπτομένες της Cf που να

διέρχονται από το (x0, y0).

Απόδειξη

1. Ας υποθέσουμε ότι διέρχεται εφαπτομένη και είναι η ε. Επειδή το (x0, y0)
δεν είναι σημείο της γραφικής παράστασης της f το σημείο επαφής θα

είναι κάποιο άλλο σημείο ας το πούμε (t, f(t)) και λόγω της Πρότασης
♢ 5 κάθε σημείο της Cf διαφορετικό από το (t, f(t)) πρέπει να βρίσκεται

πάνω από την ε. Αλλά το σημείο (x0, f (x0)) βρίσκεται κάτω από την ε
(άτοπο).

2. Στην περίπτωση αυτή το (x0, y0) είναι σημείο της Cf και επομένως ήδη

υπάρχει μία εφαπτομένη της Cf που διέρχεται από αυτό το σημείο: Είναι

η εφαπτομένη σε αυτό το σημείο. Ας την πούμε ε. Αν ζ είναι μία εφα-

πτομένη της Cf σε κάποιο άλλο σημείο της τότε λόγω της Πρότασης ♢
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Σχήμα 1.25. Σημεία από τα οποία δεν άγονται εφαπτομένες στην κωνική.

5 το σημείο (x0, y0) πρέπει να είναι πάνω από την ζ και επομένως η ζ
δεν διέρχεται από αυτό. ΄Αρα η ε είναι η μοναδική εφαπτομένη της Cf που

διέρχεται από το (x0, y0).

3. Ας υποθέσουμε ότι από το (x0, y0) διέρχονται περισσότερες από δύο

εφαπτομένες της Cf . ΄Εστω τρεις από αυτές οι ε1, ε2, ε3 με αύξοντες

συντελεστές διευθύνσεως λε1 < λε2 < λε3 . Τότε από την Πρόταση ♢5
κάθε σημείο της Cf πρέπει να βρίσκεται επί η επάνω από την ε1 και την

ε3. Το αυτό πρέπει να συμβαίνει και με το σημείο επαφής της ε2 με την

Cf . Αλλά το μόνο σημείο της ε2 με αυτή την ιδιότητα είναι το (x0, y0) που

δεν ανήκει στην Cf (άτοπο). ΄Αρα οι εφαπτομένες της Cf που διέρχονται

από το (x0, y0) δεν μπορούν να είνα περισσότερες από δύο (βλ. και σχήμα

1.26). Ο.Ε.Δ.

Είναι προφανές ότι η ύπαρξη ή μη εφαπτομένων καθώς και το πλήθος τους ε-
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Σχήμα 1.26. Δεν υπάρχουν τρείς εφαπτομένες μίας κυρτής από το ίδιο σημείο.

ξαρτάται και από το πεδίο ορισμού μιας συνάρτησης: Αν «κόψουμε» μέρος της

γραφικής παράστασης μπορεί να «χάσουμε» εφαπτομένες (βλ. σχήμα 1.27).

Στα επόμενα θα εξετάσουμε το πλήθος των εφαπτομένων που διέρχονται α-

πό ένα σημείο όταν η τετμημένη του σημείου ανήκει στο πεδίο ορισμού μίας

κυρτής συνάρτησης. Πιο συγκεκριμένα θα εργασθούμε στην περίπτωση μιας

συνάρτησης f που είναι συνεχής σε ένα διάστημα ∆ παραγωγίσιμη στα εσω-

τερικά σημεία του ∆ με συνεχή παράγωγο και κυρτή. Θα αναζητήσουμε δε το

πλήθος των εφαπτομένων της Cf που διέρχονται από σημείο (x0, y0) με x0 ∈ ∆.

Στα επόμενα θα χρειαστούμε το ακόλουθο:

Πρόταση ♢ 34. ΄Εστω μία συνεχής
7
και γνησίως μονότονη συνάρτηση g με

πεδίο ορισμού το διάστημα ∆ με άκρα σ1 < σ2. Τότε τα όρια της g στα σ1, σ2

υπάρχουν.

Απόδειξη Επιχειρηματολογούμε όπως στην Πρόταση ♢ 27. Ο.Ε.Δ.

Σχόλιο 10. Η υπόθεση της συνέχειας στην Πρόταση ♢ 34 δεν είναι απαραίτητη.

Τέθηκε ώστε το αποτέλεσμα να προκύπτει από το σχολικό βιβλίο.

Συνέπεια της στην Πρότασης ♢ 34 είναι το επόμενο:

Πρόταση ♢ 35. ΄Εστω μία κυρτή συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το διάστημα ∆
με άκρα σ1 < σ2 της οποίας η παράγωγος είναι συνεχής

8
. Τότε τα όρια της f

στα σ1, σ2 υπάρχουν.

Απόδειξη Η f ′ είναι γνησίως αύξουσα και επομένως έχει το πολύ μία ρίζα.

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

7
Βλ. και Σχόλιο 10
8
Βλ. και Σχόλιο 11
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Σχήμα 1.27. Αν μία συνάρτηση περιοριστεί το πλήθος των εφαπτομένων που
άγονται από ένα σημείο αλλάζει.

Περίπτωση 1 Η f ′ δεν έχει ρίζα στο ανοικτό διάστημα με άκρα τα σ1 <
σ2 . Τότε, ως συνεχής, διατηρεί σταθερό πρόσημο στο διάστημα αυτό.

Επομένως η f θα είναι ή γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα. Η ύπαρξη

ορίων της f στα άκρα του ∆ προκύπτει από την Πρόταση ♢ 34.

Περίπτωση 2 Η f ′ έχει στο (σ1, σ2) ρίζα ρ. Τότε λόγω μονοτονίας η f ′

στο (σ1, ρ) είναι αρνητική και στο (ρ, σ2) είναι θετική. Επομένως αν

θεωρήσουμε την συνεχή συνάρτηση g με πεδίο ορισμού το ∆ ∩ (−∞, ρ)
και g (x) = f (x) για όλα τα x αυτή θα είναι γνησίως φθίνουσα και το όριο

της στο κάτω άκρο του πεδίου ορισμού της δηλαδή το σ1 θα υπάρχει. ΄Αρα

και το όριο της f στο σ1 υπάρχει. Ανάλογα εξασφαλίζεται και η ύπαρξη

ορίου της f στο σ2. Ο.Ε.Δ.
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Σχόλιο 11. Η υπόθεση της συνεχείας της f ′ στην Πρόταση ♢35 τέθηκε για να

εξασφαλιστεί ότι αν η f ′ δεν έχει ρίζα διατηρεί πρόσημο. Αν απομακρυνθούμε

από την σχολική ύλη η υπόθεση είναι περιττή αφού η διατήρηση του προσήμου

προκύπτει από το θεώρημα του Darboux σύμφωνα με το οποίο η παράγωγος

έχει την ιδιότητα της ενδιάμεσης τιμής.

Η περίπτωση πεπερασμένου άκρου.

Θα εξετάσουμε την περίπτωση όπου κάποιο από τα άκρα του ∆ ας πούμε

το κάτω άκρο σ1 είναι πραγματικός αριθμός. Το όριο της f στο σ1 που ούτως

ή άλλως υπάρχει δεν μπορεί να είναι στην περίπτωση μας −∞. Αυτό διότι αν

επιλέξουμε x0 εσωτερικό του ∆ τότε για όλα τα x ισχύει:

f (x) ≥ f ′ (x0) (x − x0) + f (x0)

Το όριο του β΄ μέλους για x → σ1 είναι πραγματικός αριθμός επομένως δεν

μπορεί το α΄ μέλος να έχει όριο −∞. Συνεπώς το όριο της f στο σ1 μπορεί να

είναι +∞ ή πραγματικός αριθμός.

Ι) lim
x→σ1

f (x) = +∞

Σχετικά ισχύει το επόμενο που αφορά συναρτήσεις που δεν είναι κατ΄ ανάγκην

κυρτές:

Πρόταση ♢ 36. ΄Εστω f μια παραγωγίσιμη συνάρτηση με συνεχή παράγωγο,

πεδίο ορισμού το ∆ = (σ1, σ2), σ1 ∈ R και σημείο (x0, y0) του επιπέδου με

x0 ∈ ∆ και y0 < f(x0). Αν lim
x→σ1

f (x) = +∞ τότε υπάρχει x1 με σ1 < x1 < x0

ώστε η εφαπτομένη της Cf στο (x1, f (x1)) να διέρχεται από το (x0, y0).

Απόδειξη. ΄Οπως πριν ενδιαφερόμαστε για μια ρίζα της συνάρτησης

ϕ (t) = f ′ (t) (x0 − t) + f (t) − y0, t ∈ ∆

στο διάστημα (σ1, x0). Είναι ϕ (x0) = f (x0)−y0 > 0. Αρκεί να εξασφαλίσουμε

ότι η συνεχής ϕ παίρνει στο (σ1, x0) και μία αρνητική τιμή. Αν ονομάσουμε

g(t) = f(t) − y0,

η g έχει στο σ1 όριο το +∞ και επίσης στο διάστημα (σ1, x0) ισχύει

ϕ (t) = g′ (t) (x0 − t) + g (t) = ( g (t)
x0 − t

)
′
(x0 − t)2

δηλαδή για t ∈ (σ1, x0) είναι

ϕ (t) = s′ (t) (x0 − t)2 ,
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Σχήμα 1.28. s (x3) > s (x2).

όπου

s (t) = g (t)
x0 − t

Αφού lim
t→σ1

g (t) = +∞ θα υπάρχει x2 με σ1 < x2 < x0 τέτοιο ώστε g(x2) >
g(x0) = f(x0) − y0. Η ευθεία που διέρχεται από τα (x0,0) και (x2, g (x2))
θα τέμνει την ευθεία x = σ1 σε σημείο (σ1, n) με n > g(x0). Πάλι επειδή η g
απειρίζεται στο σ1 θα υπάρχει x3 με σ1 < x3 < x2 < x0 τέτοιο ώστε g (x3) > n.
Τότε (βλ. και σχήμα 1.29):

g (x3)
x0 − x3

> g (x3)
x0 − σ1

> n

x0 − σ1
= g (x2)
x0 − x2

Επομένως s (x3) > s (x2). Αλλά από το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει x1 με

x3 < x1 < x2 ώστε:

s (x3) − s (x2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

+

= (x3 − x2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

−

s′ (x1)

Θα είναι s′ (x1) και επομένως ϕ (x1) < 0. Η ύπαρξη της ζητούμενης εφαπτο-

μένης έπεται. Ο.Ε.Δ.

Σχόλιο 12. Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι αν στις υποθέσεις της Πρότασης
♢ 36 προσθέσουμε και την υπόθεση ότι η f είναι κυρτή τότε η f ′ θα έχει

αναγκαστικά στο σ1 όριο το −∞. Αρκεί να αποκλείσουμε την περίπτωση να

έχει όριο κάποιο πραγματικό αριθμό `. Πράγματι αν υποτεθεί ότι για x → σ1

είναι f ′ → ` ∈ R τότε θα είναι f ′(x) > ` διαφορετικά λόγω μονοτονίας θα είχαμε
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το άτοπο ` < `. Τώρα σε κάθε x < x0 αντιστοιχούμε ξ (x) με

f (x0) − f (x)
x0 − x

= f ′ (ξ (x)) .

Για x → σ1 το α΄ μέλος της παραπάνω σχέσης έχει όριο το −∞ επομένως το

αυτό ισχύει και για το δεύτερο πράγμα αδύνατον αφού πρέπει f ′ (ξ (x)) > `.

Ανάλογη πρόταση ισχύει και όταν είναι πεπερασμένο το άνω άκρο σ2 με

όμοια απόδειξη:

Πρόταση ♢ 37. ΄Εστω f μια παραγωγίσιμη συνάρτηση με συνεχή παράγωγο,

πεδίο ορισμού το ∆ = (σ1, σ2), σ2 ∈ R και σημείο (x0, y0) του επιπέδου με

x0 ∈ ∆ και y0 < f(x0). Αν lim
x→σ2

f (x) = +∞ τότε υπάρχει x1 με x0 < x1 < σ2

ώστε η εφαπτομένη της Cf στο (x1, f (x1)) να διέρχεται από το (x0, y0).

ΙΙ) lim
x→σ1

f (x) = ` ∈ R

Υπάρχουν δύο περιπτώσεις για το όριο στο σ1 της f ′.

Η f ′ έχει στο σ1 πεπερασμένο όριο. Ας πούμε ότι lim
x→σ1

f (x) = α.

Στην περίπτωση αυτή ακόμη και αν η f δεν ορίζεται στο σ1 μπορούμε

να την ορίσουμε θέτοντας f (σ1) = ` και προφανώς η f θα είναι συνεχής

στο σ1. Επιπλέον θα είναι και παραγωγίσιμη αφού

lim
x→σ1

f (x) − f (σ1)
x − σ1

=
( 0
0
)

lim
x→σ1

f ′ (x)
1

= α,

και θα εξακολουθεί να είναι κυρτή. ΄Αρα από την αρχή μπορούμε να

υποθέσουμε ότι η f είναι ορισμένη και στο σ1 και παραγωγίσιμη σε αυτό.

Η Cf έχει εφαπτομένη στο σημείο της (σ1, `) την ευθεία:

y = f ′ (σ1) (x − σ1) + f (σ1) (∗).

Κάθε αλλο σημείο (t, f(t) της Cf διάφορο του (σ1, `) θα βρίσκεται πάνω

από το αντίστοιχο σημείο της εφαπτομένης και επομένως:

f (t) > f ′ (σ1) (t − σ1) + f (σ1) (∗∗).

΄Εστω τώρα (x0, y0) (x0 ∈ ∆) ένα σημείο του επιπέδου με τετμημένη στο

∆ που βρίσκεται κάτω από την Cf . Εύκολα διαπιστώνουμε ότι η (∗∗)
ισοδυναμεί με την

f ′ (σ1) (x0 − t) + f (t) > f ′ (σ1) (x0 − σ1) + f (σ1) .

Δεδομένου ότι f ′ (t) > f ′ (σ1) για t < x0 έχουμε:

f ′ (t) (x0 − t) + f (t) > f ′ (σ1) (x0 − t) + f (t) .
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Σχήμα 1.29. Η περίπτωση που το σ1 είναι πραγματικός αριθμός και οι f, f ′

έχουν στο σ1 πεπερασμένο όριο

Το α΄ μέλος της παραπάνω σχέσης είναι η τεταγμένη του σημείου τομής

της εφαπτομένης στο (t, f(t) με την ευθεία x = x0 ενώ το β΄ μέλος η

τομή της εφαπτομένης της Cf στο (σ1, `) με την ίδια ευθεία. Η σχέση

δεν μας πληροφορεί ότι το πρώτο σημείο βρίσκεται πάνω από το δεύτερο.

Συνεπώς από τα σημεία (x0, y0) που βρίσκονται κάτω από την (∗) δεν

διέρχεται εφαπτομένη της Cf που αντιστοιχεί σε σημείο με τετμημένη

μικρότερη του x0.

Θα δείξουμε ότι από σημεία (x0, y0) που είναι πάνω ή επί της εφαπτομένης

(∗) και κάτω από την Cf διέρχεται εφαπτομένη σε σημείο (t, f (t)) με

σ1 ≤ t < x0.

Αν το (x0, y0) είναι επί της (∗) δεν υπάρχει κάτι για να αποδείξουμε. Αν

είναι πάνω από την (∗) αρκεί να δείξουμε ότι η συνεχής συνάρτηση

h (t) = f ′ (t) (x0 − t) + f (t) − y0,

έχει ρίζα στο (σ1, x0) πράγμα που προκύπτει εύκολα από τις παρατη-

ρήσεις:

• h (x0) = f (x0) − y0 > 0

• h (σ1) = f ′ (t) (x0 − σ1) + f (σ1) − y0 < 0.
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Η f ′ έχει στο σ1 όριο το −∞ Η περίπτωση αυτή είναι πιο απλή από την

προηγούμενη διότι για την συνάρτηση h (t) = f ′ (t) (x0 − t) + f (t) − y0,
που χρησιμοποιήσαμε προηγουμένως έχουμε ότι

• h (x0) = f (x0) − y0 > 0

• lim
t→σ1

(f ′ (t) (x0 − σ1) + f (σ1) − y0) = −∞

Στην περίπτωση αυτή από κάθε σημείο (x0, y0) που βρίσκεται κάτω από

την Cf διέρχεται εφαπτομένη σε σημείο (t, f (t)) με σ1 ≤ t < x0 χωρίς

άλλο περιορισμό.

Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουμε την:

Πρόταση ♢ 38. ΄Εστω f μια παραγωγίσιμη συνάρτηση με συνεχή παράγωγο,

πεδίο ορισμού το ∆ με κάτω άκρο το σ1 ∈ R και σημείο (x0, y0) του επιπέδου

με x0 εσωτερικό σημείο του ∆ και y0 < f(x0). Αν lim
x→σ1

f (x) = ` ∈ R τότε :

1. Αν lim
t→σ1

f ′ (t) = −∞ υπάρχει x1 με σ1 < x1 < x0 ώστε η εφαπτομένη της

Cf στο (x1, f (x1)) να διέρχεται από το (x0, y0).

2. Αν lim
t→σ1

f ′ (t) = α ∈ R υπάρχει x1 με σ1 ≤ x1 < x0 ώστε η εφαπτομένη της

Cf στο (x1, f (x1)) να διέρχεται από το (x0, y0) μόνο αν

y0 ≥ α (x0 − σ1) + `.

Σχόλιο 13. Ανάλογη πρόταση ισχύει και για την περίπτωση του άνω άκρου.

Η περίπτωση μη πεπερασμένου άκρου.

Θα δούμε τώρα την περίπτωση όπου σ1 = −∞ και ανάλογα συμπεράσματα

θα έχουμε για την περίπτωση όπου σ2 = +∞. Εδώ θα εργασθούμε με κυρτή

συνάρτηση f της οποίας η παράγωγος είναι συνεχής. Η f ′ θα έχει όριο στο

−∞ το οποίο θα είναι πραγματικός αριθμός ή ±∞. Επειδή η f ′ είναι γνησίως

αύξουσα η περίπτωση να είναι το όριο +∞ αποκλείεται. ΄Αρα υπάρχουν δύο

περιπτώσεις:

• lim
x→−∞

f ′ (x) = −∞

• lim
x→−∞

f ′ (x) = α ∈ R

Θα εξετάσουμε κάθε περίπτωση χωριστά. Στην πρώτη περίπτωση έχουμε την

πρόταση:

Πρόταση ♢ 39. ΄Εστω συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το ∆ = (σ1, σ2), σ1 =
−∞, παραγωγίσιμη συνάρτηση με συνεχή παράγωγο και κυρτή. ΄Εστω σημείο

(x0, y0) του επιπέδου με x0 ∈ ∆ και y0 < f(x0). Αν lim
x→σ1

f ′ (x) = −∞ τότε

υπάρχει x1 με σ1 < x1 < x0 ώστε η εφαπτομένη της Cf στο (x1, f (x1)) να

διέρχεται από το (x0, y0).
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Απόδειξη. Αφού lim
x→−∞

f ′ (x) = −∞ θα υπάρχει σημείο x∗ του ∆ με x∗ < x0

ώστε f ′ (x∗) < 0. Για τυχόν x του ∆ με x < x∗ από το θεώρημα μέσης τιμής

θα υπάρχει ξ (x) με x < ξ (x) < x∗ ώστε:

f (x) − f (x∗) = f ′ (ξ (x)) (x − x∗)

Αλλά f ′ (ξ (x)) < f ′ (x∗) επομένως

f (x) − f (x∗) > f ′ (x∗) (x − x∗)

και αφού lim
x→−∞

f ′ (x∗) (x − x∗) = +∞ θα είναι και

lim
x→−∞

f (x) = +∞.

΄Οπως και στην Πρόταση ♢ 36 θα δείξουμε ότι η συνεχής συνάρτηση

ϕ (t) = f ′ (t) (x0 − t) + f (t) − y0, t ∈ ∆,

η οποία στο x0 γίνεται θετική έχει ρίζα στο (−∞, x0) γράφοντας

ϕ (t) = s′ (t) (x0 − t)2 , s (t) = g (t)
x0 − t

, g(t) = f(t) − y0, t ∈ (−∞, x0) ,

και εξασφαλίζοντας ότι η s′ παίρνει μια αρνητική τιμή σε κάποιο σημείο του

(−∞, x0).
Ισχύει:

lim
t→−∞

s (t) = lim
t→−∞

g (t)
x0 − t

=
(+∞+∞ )

lim
t→−∞

g′ (t)
(x0 − t)′

= lim
t→−∞

(−g′ (t)) = +∞

Επομένως επιλέγοντας ένα x2 < x0 θα υπάρχει x3 < x2 ώστε s (x3) > s (x2).
΄Οπως και στην Πρόταση ♢ 36 το θεώρημα μέσης τιμής μας εξασφαλίζει την

ύπαρξη ενός x1 με x3 < x1 < x2 ώστε s′ (x1) < 0. Ο.Ε.Δ..

Με παρόμοιο τρόπο αποδεικνύεται η πρόταση:

Πρόταση ♢ 40. ΄Εστω συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το ∆ = (σ1, σ2), σ2 =
+∞, παραγωγίσιμη συνάρτηση με συνεχή παράγωγο και κυρτή. ΄Εστω σημείο

(x0, y0) του επιπέδου με x0 ∈ ∆ και y0 < f(x0). Αν lim
x→σ2

f ′ (x) = +∞ τότε

υπάρχει x1 με x0 < x1 < σ2 ώστε η εφαπτομένη της Cf στο (x1, f (x1)) να

διέρχεται από το (x0, y0).

Θα δούμε την περίπτωση όπου lim
x→−∞

f ′ (x) = α ∈ R. Σχετικά ισχύει το

επόμενο:

Πρόταση ♢ 41. ΄Εστω συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το ∆ = (σ1, σ2), σ1 =
−∞, παραγωγίσιμη συνάρτηση με συνεχή παράγωγο και κυρτή. ΄Εστω σημείο

(x0, y0) του επιπέδου με x0 ∈ ∆ και y0 < f(x0). Αν lim
x→σ1

f ′ (x) = α ∈ R και

y = αx + β να είναι (Πρόταση ♢ 27) η ασύμπτωτος της f στο −∞ τότε:
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1. Αν το σημείο (x0, y0) βρίσκεται κάτω από την ευθεία y = αx + β ή επί

της ευθείας δεν υπάρχει εφαπτομένη της Cf σε σημείο της (x1, f(x1)) με

−∞ < x1 < x0 η οποία να διέρχεται από το (x0, y0).

2. Αν το σημείο (x0, y0) βρίσκεται πάνω από την ευθεία y = αx+β υπάρχει

εφαπτομένη της Cf σε σημείο της (x1, f(x1)) με −∞ < x1 < x0 η οποία

διέρχεται από το (x0, y0).

Απόδειξη. ΄Εστω r (x) = f (x)−(αx + β). Θα ισχύει lim
x→σ1

r (x) = 0 και επειδή

(Πρόταση ♢8) η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από την ασύμπτωτο

θα είναι και r (x) > 0 για όλα τα x.
Ισχύει lim

x→σ1
f ′ (x) = α. Αν για κάποιο x∗ ήταν f ′ (x∗) ≤ α επιλέγοντας

x∗∗ < x∗ λόγω μονοτονίας της f ′ έχουμε ότι για όλα τα x < x∗∗ θα είναι

f ′ (x) < f ′ (x∗∗) < f ′ (x∗) ≤ α

και παίρνοντας όρια για x→ σ1 θα έχουμε το άτοπο συμπέρασμα ότι

α ≤ f ′ (x∗∗) < f ′ (x∗) ≤ α.

Επομένως για όλα τα x είναι f ′ (x) > α άρα r′ (x) > 0.
Η τυχούσα εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της

(t, f(t)) με t < x0 έχει εξίσωση

y = f ′ (t) (x − t) + f (t)

και τέμνει την ευθεία x = x0 σε σημείο με τεταγμένη f ′ (t) (x0 − t)+f (t) ενώ η

ασύμπτωτος y = αx+β τέμνει την ίδια ευθεία σε σημείο με τεταγμένη αx0 +β.
Ισχύει

f ′ (t) (x0 − t) + f (t) > αx0 + β,
διότι αυτό ισοδυναμεί με την προφανή ανισότητα:

(f ′ (t) − α)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

+

(x0 − t)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

+

+ (f (t) − (αt + β))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

+

> 0

Επομένως δεν υπάρχει εφαπτομένη σε σημείο (t, f(t)) με t < x0 που να δι-

έρχεται από το (x0, y0) όταν y0 ≤ αx0 + β. ΄Ετσι έχει αποδειχθεί το πρώτο

μέρος.

Για το δεύτερο μέρος υποθέτουμε ότι y0 > αx0 + β και χρησιμοποιούμε,

όπως και σε προηγούμενα, την συνάρτηση:

ϕ (t) = f ′ (t) (x0 − t) + f (t) − y0

η οποία στο x0 παίρνει θετική τιμή. Για t < x0 είναι:

ϕ (t) = (f (t) − y0

x0 − t
)
′
(x0 − t)2
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Θα δείξουμε ότι σε κάποιο x1 < x0 η (f(t)−y0x0−t )
′
και επομένως η ϕ (t) παίρνει

αρνητική τιμή και επομένως η ϕ (t) έχει ρίζα μικρότερη του x0. Πράγματι αν

αυτό δεν ίσχυε θα ήταν (f(t)−y0x0−t )
′
≥ 0 για όλα τα t < x0. Επομένως η

f(t)−y0
x0−t

θα ήταν αύξουσα στο διάστημα (σ1, x0). Αλλά είναι

lim
t→σ1

f (t) − y0

x0 − t
= lim
t→σ1

f (t) − y0

t

t

x0 − t
= lim
t→σ1

(f (t)
t

− y0

t
) t

x0 − t
= (α − 0) (−1) = −α

και επομένως

f (t) − y0

x0 − t
≥ −α.

Δηλαδή για κάθε t < x0 είναι f (t) − y0 ≥ −αx0 + αt άρα

f (t) − (αt + β) ≥ y0 − (αx0 + β) .

Παίρνοντας όρια για t → σ1 = −∞ έχουμε το άτοπο συμπέρασμα ότι 0 ≥ y0 −
(αx0 + β) > 0. Ο.Ε.Δ.

Σχόλιο 14. Ανάλογη πρόταση με την Πρόταση ♢ 41 ισχύει για το άνω άκρο

σ2 όταν είναι +∞ και το όριο σε αυτό της παραγώγου της f είναι πραγματικός

αριθμός α.

Σύνοψη.

Πίνακας 1.1: σ1 ∈ R

lim
x→σ1

f (x) =

−∞ ` ∈ R +∞

lim
x→σ1

f ′ (x) = α ∈ R Αδύνατη περίπτωση Πάνω από την y = α (x − σ1) + ` Αδύνατη περίπτωση

−∞ Αδύνατη περίπτωση Δεν υπάρχουν περιορισμοί Δεν υπάρχουν περιορισμοί

Πίνακας 1.2: σ1 = −∞

lim
x→σ1

f (x) =

−∞ ` ∈ R +∞

lim
x→σ1

f ′ (x) = α ∈ R Πάνω από την ασύμπτωτο Πάνω από την ασύμπτωτο Πάνω από την ασύμπτωτο

−∞ Αδύνατη περίπτωση Αδύνατη περίπτωση Δεν υπάρχουν περιορισμοί

Στον τον Πίνακα 1.1 συνοψίζονται οι συνθήκες που είδαμε ώστε από ση-

μείο (x0, y0) το οποίο βρίσκεται κάτω από την γραφική παράσταση μιας κυρτής
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συνάρτησης f με συνεχή παράγωγο, ορισμένης σε διάστημα με κάτω άκρο σ1

να διέρχεται εφαπτομένη της οποίας το σημείο επαφής έχει τετμημένη μικρότε-

ρη του x0. Ανάλογα συμπεράσματα ισχύουν με τις προφανείς τροποποιήσεις

ισχύουν για κοίλες συναρτήσεις.

Παραδείγματα.

Παράδειγμα 6. ΄Εστω η συνάρτηση f (x) =
√
x2 + 1. Ως ως γνωστόν η γρα-

φική παράσταση της είναι κλάδος υπερβολής με ασυμπτώτους τις y = ±x. Το

υπόλοιπο του επιπέδου αν εξαιρεθούν οι τρεις αυτές καμπύλες χωρίζεται σε

χωρία. Στο σχήμα 1.30 φαίνεται ο αριθμός των εφαπτομένων που μπορούν να

αχθούν από ένα σημείο του χωρίου προς την Cf .

Σχήμα 1.30. Πλήθος εφαπτομένων που άγονται προς την γραφική παράσταση
της f (x) =

√
x2 + 1.

Παράδειγμα 7. ΄Εστω η κυρτή συνάρτηση f (x) = ex η κοίλη συνάρτηση

g (x) = lnx. Οι Cf , Cg και οι ασύμπτωτοι τους y = 0 και x = 0 χωρίζουν το

επίπεδο σε χωρία. Στο σχήμα 1.31 σημειώνονται τα πλήθη των εφαπτομένων

που άγονται στην πρώτη και την δεύτερη γραφική παράσταση.

Παράδειγμα 8. Από τις εξετάσεις του 2006. Δόθηκε το ακόλουθο θέμα του

οποίου τα ενδιάμεσα ερωτήματα ήταν υποβοθητικά για να απαντηθεί το τελευ-

ταίο.
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Σχήμα 1.31. Πλήθος εφαπτομένων που άγονται προς τις γραφικές παραστάσεις
των ex, lnx.

Δίνεται η συνάρτηση

f (x) = x + 1

x − 1
− lnx

1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της συνάρ-

τησης f .

2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς 2 ρίζες

στο πεδίο ορισμού τους.

3. Αν η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης

g (x) = lnx στο σημείο A(α, lnα) με α > 0 και η εφαπτο-

μένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης h(x) = ex

στο σημείο B(β, eβ) με β ∈ R ταυτίζονται, τότε να δείξετε ότι

ο αριθμός α είναι ρίζα της εξίσωσης f(x) = 0

4. Να αιτιολογήσετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρ-

τήσεων g και h έχουν ακριβώς δύο κοινές εφαπτομένες.

Στην ουσία το θέμα ζητούσε να αποδειχθεί ότι υπάρχει κάποιο σημείο της

περιοχής με την ένδειξη 2,2 του Σχήματος 1.31 τέτοιο ώστε οι εφαπτόμενες
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που άγονται που τη μία γραφική παράσταση να συμπίπτουν με τις εφαπτομένες

που άγονται προς την άλλη. Ας διατηρήσουμε τον συμβολισμό του θέματος

δηλαδή ας κρατήσουμε το σύμβολο g για την εκθετική συνάρτηση και h για την

λογαριθμική. Θέλουμε να μάθουμε πόσες εφαπτομένες της μορφής

y = g′ (x1)x + g (x1) − x1g
′ (x1) ,

της Cg ((x1, g(x1) το σημείο επαφής που συμπίπτουν με εφαπτομένες της μορ-

φής

y = h′ (x2)x + h (x2) − x2h
′ (x2) ,

της Ch ((x2, h(x2) το σημείο επαφής). Το σημείο αυτό προβλημάτισε όχι μόνο

τους εξεταζόμενους αλλά και τους βαθμολογητές. Η δυσκολία εντοπίστηκε στο

ποια θα μπορούσε να θεωρηθεί ή κατάλληλη επιχειρηματολογία που να εξασφα-

λίζει το πλήθος των εφαπτομένων. Με βάση όσα έχουν αναφερθεί επειδή η g
είναι κυρτή διαφορετικά σημεία επαφής οδηγούν σε διαφορετικές εφαπτομένες

επομένως αρκεί να μετρηθούν οι εφαπτομένες της Cg που είναι συγχρόνως και

εφαπτομενες της Ch δηλαδη οι εφαπτομένες της Cg που συμπίπτουν με κάποια

εφαπτομένη της Ch ή ισοδύναμα να βρεθεί το πλήθος των λύσεων του συστήμα-

τος:

g′ (x1) = h′ (x2)
g (x1) − x1g

′ (x1) = h (x2) − x2h
′ (x2)

Η h είναι κυρτή και επομένως η πρώτη εξίσωση επιλύεται ως προς x2 κάνοντας

χρήση της αντίστροφης της h′ ας την πούμε s. Είναι x2 = s (g′ (x1)) και

αντικαθιστώντας στην δεύτερη εξίσωση έχουμε:

g (x1) − x1g
′ (x1) = h (s (g′ (x1))) − s (g′ (x1))h′ (s (g′ (x1)))

ή ισοδύναμα ότι:

g (x1) − x1g
′ (x1) = h (s (g′ (x1))) − s (g′ (x1)) g′ (x1)

Εδώ

g (x) = g′ (x) = ex, h (x) = lnx, h′ (x) = s (x) = 1

x
και οδηγούμεθα στην εξίσωση:

ex1 − x1e
x1 = ln

1

ex1
− 1

ex1
ex1 ,

που είναι ισοδύναμη με την

ex1 (1 − x) = −x1 − 1,

που το πλήθος των ριζών της είναι το πλήθος των ριζών της συνάρτησης f του

παραπάνω θέματος.

Σχόλιο 15. Η παραπάνω προσέγγιση όπως φάνηκε εφαρμόζεται και σε άλλα

ζεύγη συναρτήσεων των οποίων ζητούμε το πλήθος των κοινών εφαπτομένων

ή και τις ίδιες τις κοινές εφαπτομένες.
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1.11 Σημεία καμπής.

1.11.1 Σημεία καμπής. Γενικά.

΄Ενα σημείο της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης λέγεται σημείο καμ-

πής
9
αν εκατέρωθεν του σημείού η συνάρτηση παρουσιάζει διαφορετικό είδος

κυρτότητας δηλαδή είναι κοίλη-κυρτή ή κυρτή-κοίλη. Το σχολικό βιβλίο ορίζει

το σημείο καμπής ως εξής:

Ορισμός. ΄Εστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα (α,β), με

εξαίρεση ίσως ένα σημείο του x0. Αν

• η f είναι κυρτή στο (α,x0) και κοίλη στο (x0, β) , ή αντιστρόφως, και

• η Cf έχει εφαπτομένη στο σημείο A(x0, f(x0)),

τότε το σημείο A(x0, f(x0)) ονομάζεται σημείο καμπής της γραφικής παράστα-

σης της f .

Σχόλιο 16. Στον ορισμό δεν απαιτείται η f να είναι παραγωγίσιμη στο x0 και

τίθεται ως υπόθεση απλώς να έχει εφαπτομένη για να περιλαμβάνεται και η

περίπτωση που στο A(x0, f(x0)) υπάρχει κατακόρυφη εφαπτομένη. Με την

εξαίρεση από την εξεταστέα ύλη της κατακόρυφης εφαπτομένης ο ορισμός α-

ναφέρεται, πλέον, σε συναρτήσεις που είναι παραγωγίσιμες στο (α,β).

Σχόλιο 17. Από τον ορισμό είναι προφανές ότι απαιτείται η f να είναι κυρτή

(αντιστοίχως: κοίλη) σε ένα «ολόκληρο» διάστημα με άνω άκρο το x0 και

κοίλη (αντιστοίχως: κυρτή) σε ένα «ολόκληρο» διάστημα με κάτω άκρο το

x0. Στην περίπτωση που η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη θα πρέπει η f ′′

να είναι μεγαλύτερη ή ίση από το 0 σε όλα τα σημεία του ενός διαστήματος

και μικρότερη ή ίση από το 0 σε όλα τα σημεία του άλλου. Η δε ισότητα της

δεύτερης παραγώγου με το μηδέν να συμβαίνει σε «λίγα» σημεία) το σύνολο

τους να μην περιέχει διάστημα (βλ. Πρόταση ♢ 3).

Το θέωρημα του σχολικού βιβλίου που αμέσως έπεται του ορισμού του σημε-

ίου καμπής μπορεί να αποδειχθεί ως άσκηση της οποίας η λύση έχει ομοιότητες

με την απόδειξη του θεωρήματος του Fermat.

Πρόταση ♢ 42. Αν το A(x0, f(x0)) είναι σημείο καμπής της γραφικής παράστα-

σης της f και η f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη, τότε f ′′(x0) = 0 .

Απόδειξη

Α΄ Τρόπος Εργαζόμαστε σύμφωνα με τον ορισμό σε ένα διάστημα (α,β) με

x0 ∈ (α,β). Αφού η f παρουσιάζει καμπή στο x0 θα είναι είναι κυρτή στο

(α,x0) και κοίλη (x0, β) ή το αντίστροφο. Ας υποθέσουμε ότι ισχύει το

9
Διάφοροι συγγραφείς χρησιμοποιούν διαφορετικό ορισμό αλλά και ορολογία. Στα Αγ-

γλικά το σημείο καμπής απαντάται ως inflection point, turning point ή flexpoint.
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πρώτο. ΄Ομοια είναι η απόδειξη και αν ισχύει το δεύτερο. Ξέρουμε ότι η

f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο (α,x0) και γνησίως φθίνουσα στο (x0, β).
Αποδεικνύουμε ότι η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο (α,x0] και γνη-

σίως φθίνουσα στο [x0, β) (δηλαδή ότι η μονοτονία της f ′ διατηρείται

αν προσθέσουμε στα (α,x0), (x0, β) το άνω και το κάτω άκρο τους

αντιστοίχως
10
). Θέλουμε για x1, x2 ∈ (α,x0] με x1 < x2 να ισχύει

f ′ (x1) < f ′ (x2). Επειδή αυτή η ανισότητα είναι εξασφαλισμένη για

x1, x2 ∈ (α,x0) αυτό που μένει είναι η επαλήθευση της όταν x2 = x0.

Δηλαδή θέλουμε

f ′ (x1) < f ′ (x0) (∗).

Ας υποθέσουμε ότι το αποδεικτέο δεν ισχύει. Τότε f ′ (x1) ≥ f ′ (x0).
Επιλέγουμε ένα αριθμό p με x1 < p < x0. Τότε λόγω μονοτονίας της f ′

ισχύει:

f ′ (p) > f ′ (x1) ≥ f ′ (x0)

Επιλέγουμε ένα αριθμό r τέτοιο ώστε f ′ (x1) < r < f ′ (p). Για αυτό τον

αριθμό θα ισχύει φυσικά και f ′ (x0) < r < f ′ (p). Η f ′ ως παραγωγίσιμη

είναι και συνεχής. Εφαρμόζοντας δύο φορές το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής

συνάγουμε ότι θα υπάρχουν αριθμοί κ, λ με

x1 < κ < p < λ < x0

τέτοιοι ώστε

f ′ (κ) = r = f ′ (λ)

πράγμα που έρχεται σε αντίθεση με το γεγονός ότι η f ′ είναι γνησίως

αύξουσα στο (α,x0). Επομένως πράγματι η f ′ είναι γνησίως αύξουσα

στο (α,x0]. Με ανάλογα επιχειρήματα αποδεικνύουμε ότι είναι γνησίως

φθίνουσα στο [x0, β).

Λόγω της μονοτονίας της f ′ στα (α,x0] και [x0, β) έχουμε ότι

• Αν πάρουμε x ∈ (α,x0) θα είναι f ′ (x) < f ′ (x0).
• Αν πάρουμε x ∈ (x0, β) θα είναι f ′ (x) < f ′ (x0).

Επομένως για κάθε x ∈ (α,β) ισχύει f ′ (x) ≥ f ′ (x0), η f ′ έχει ελάχιστο
στο εσωτερικό σημείο x0 και από το θεώρημα του Fermat η παράγωγος

της f ′ μηδενίζεται στο x0 και επομένως ισχύει f ′′ (x0) = 0.

Β΄ Τρόπος Είναι ίδιος με τον Α΄ Τρόπο με μια διαφοροποίηση ως προς τα

επιχειρήματα που οδήγησαν στην απόδειξη της (∗). ΄Οπως και στον Α΄

Τρόπο λέμε ότι έστω πως η (∗) δεν ισχύει και ότι f ′ (x1) ≥ f ′ (x0).
10
Υπάρχει μια αναλογία με την Πρόταση ♢ 1.
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Σχήμα 1.32. Διάγραμμα για την απόδειξη του ότι η f ′ είναι γνησίως αύξουσα
στο (α,x0]

Επιλέγουμε x2 με x1 < x2 < x0. Τότε λόγω της μονοτονίας της f ′ στο
(α,x0) για κάθε x με x2 < x < x0 θα είναι f ′(x2) < f ′(x). Παίρνοντας

όρια για x → x+0 και λαμβάνοντας υπ΄ όψιν την συνέχεια της f ′ στο x0

έχουμε ότι f ′ (x2) ≤ lim
x→x−0

f ′ (x) = f ′ (x0) άρα το άτοπο συμπέρασμα

f ′ (x0) < f ′ (x1) < f ′ (x2) ≤ f ′ (x0) .

΄Αρα η (∗) ισχύει. Η υπόλοιπη απόδειξη γίνεται όπως στον Α΄ Τρόπο.

Ο.Ε.Δ.

Το σχολικό βιβλίο για να περιγράψει γεωμετρικά το σημείο καμπής γράφει: «

Στα σημεία καμπής η εφαπτομένη της «διαπερνά» την καμπύλη. » Αυτό σημαίνει

ότι εκατέρωθεν του σημείου καμπής η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω

(αντιστοίχως: κάτω) και κάτω (αντιστοίχως: πάνω) από την εφαπτομένη στο

σημείο καμπής. Δηλαδή ισχύει το επόμενο:

Πρόταση ♢ 43. ΄Εστω f παραγωγίσιμη στο (α,β) και x0 ∈ (α,β) στο οποίο η

f παρουσιάζει καμπή. ΄Εστω ε η εφαπτομένη της Cf στο (x0, f(x0). Υπάρχουν

γ, δ ∈ (α,β) με γ < x0 < δ έτσι ώστε στο (γ, x0) τα αντίστοιχα σημεία της

(γ, x0) να βρίσκονται πάνω (αντιστοίχως: κάτω) από την ε και στο (x0, δ) τα

αντίστοιχα σημεία της (γ, x0) να βρίσκονται κάτω (αντιστοίχως: πάνω) από την

ε.

Απόδειξη Αφού στο x0 έχουμε καμπή θα υπάρχουν γ, δ ∈ (α,β) με (α,β)
ώστε στο [γ, x0] η f να είναι κυρτή (αντιστοίχως: κοίλη) και στο [x0, δ] να είναι

κοίλη (αντιστοίχως: κυρτή). ΄Αρα στο πρώτο διάστημα τα σημεία της γραφικής

παράσταση θα βρίσκονται πάνω (αντιστοίχως: κάτω) από την εφαπτομένη ε και

στο δεύτερο κάτω (αντιστοίχως: πάνω). Ο.Ε.Δ.
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Σχόλιο 18. Το αντίστροφο της Πρότασης ♢ 43 δεν ισχύει. Δηλαδή μπορεί

αριστερά του x0 η Cf να βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη που αντιστοιχεί

στο x0 και δεξιά κάτω (ή αντίστροφα) χωρίς η f να παρουσιάζει καμπή στο x0.

΄Ενα παράδειγμα είναι η συνάρτηση:

f (x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−x2 (ημ 1
x + 1) , x < 0

0 , x = 0

x2 (ημ 1
x + 1) , x > 0

η οποία, όπως εύκολα διαπιστώνεται, είναι παντού παραγωγίσιμη και f ′ (0) = 0.
Η εφαπτομένη της Cf στο (0,0) είναι η y = 0 και δεξιά του 0 η Cf βρίσκεται πάνω

από την εφαπτομένη ενώ αριστερά κάτω (βλ. και Σχήμα 1.33). Ωστόσο η f
δεν παρουσιάζει καμπή στο 0 διότι δεν υπάρχει διάστημα (a, b) που να περιέχει

το μηδέν και στο (a,0) η f να είναι κυρτή και στο (0, b) κοίλη ή αντίστροφα.

Αυτό διαπιστώνεται ως εξής. Είναι για x ≠ 0

f ′′ (x) =
2 (ημ 1

x
)x2 + 2x2 − 2 (συν 1

x
)x − ημ

1
x

x2
.

Σχήμα 1.33. Η f στο Σχόλιο 18.

Ο αριθμητής στην παραπάνω έκφραση της f ′′, ο οποίος και καθορίζει το

πρόσημο της, γράφεται

g (x) = x [2(ημ1

x
)x + 2x − 2(συν1

x
)]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
h(x)

− ημ
1

x
.
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Ο προσθετέος h (x) για x → 0 έχει όριο το 0. Επομένως κοντά στο μηδέν

θα είναι μικρότερος του
1
4 . ΄Ομως κοντά στο 0 ο προσθετέος −ημ 1

x θα γίνεται

άπειρες φορές μηδέν και άπειρες φορές
1
2 και η f ′′ (x) θα αλλάζει πρόσημο στο

(0, b) όποιο και αν ειναι το b. ΄Αρα η f δεν θα είναι κυρτή ή κοίλη στο (0, b)
όποιο και αν είναι το b.

1.11.2 Κριτήρια για τα σημεία καμπής.

Το σχολικό βιβλίο διατυπώνεται το κριτήριο της δεύτερης παραγώγου για

σημεία καμπής ως εξής:

΄Εστω μια συνάρτηση f ορισμένη σ’ ένα διάστημα (α,β) και

x0 ∈ (α,β). Αν

• η f ′′ αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του x0 και

• ορίζεται εφαπτομένη της Cf στο A(x0, f(x0)) ,

τότε το A(x0, f(x0)) είναι σημείο καμπής.

Δεδομένης της εξαίρεσης από την εξεταστέα ύλη της κατακόρυφης εφαπτομένης

το παραπάνω μπορεί να επαναδιατυπωθεί ως εξής:

Αν μια συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο (α,β) και η f ′′

αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν ενός σημείου τότε αυτό είναι θέση καμπής.

Υπάρχει και ένα αντίστοιχο κριτήριο για παραγώγους ανώτερης τάξης:

Πρόταση ♢ 44. ΄Εστω ότι για τη συνάρτηση f ισχύει

f (x0) = f (1) (x0) = f (2) (x0) = ... = f (ν) (x0) = 0,

f (ν+1) (x0) ≠ 0 και η f (ν+1)
είναι συνεχής.

Ισχύουν τα ακόλουθα:

ν άρτιος. ν περιττός.

f (ν+1) (x0) > 0 η f έχει καμπή στο x0 η f έχει ελάχιστο στο x0

f (ν+1) (x0) < 0 η f έχει καμπή στο x0 η f έχει μέγιστο στο x0

Απόδειξη Ας δούμε την περίπτωση όπου το f (ν+1) (x0) είναι θετικό. Αφού

η f (ν+1)
είναι συνεχής τότε κοντά στο x0, δηλαδή σε κάποιο διάστημα (p, q)

που το περιέχει, θα είναι θετική και επομένως η f (ν) της οποίας η f (ν+1)
είναι

παράγωγος θα είναι γνησίως αύξουσα στο (p, q). Αφού μηδενίζεται στο x0 στο

(p, x0) θα είναι αρνητική και στο (x0, q) θα είναι θετική. ΄Αρα η f (ν−1)
είναι

γνησίως φθίνουσα στο (p, x0), γνησίως αύξουσα στο (x0, q). Είναι θετική στο

(p, q) εκτός του x0 άρα η f (ν−2)
είναι γνησίως αύξουσα.

Βλέπουμε ότι το x0 είναι:
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• Θέση καμπής για την f (ν−1)
αφού η παράγωγος της είναι γνησίως αύξου-

σα.

• Θέση τοπικού ελαχίστου για την f (ν−2)
.

• Θέση καμπής για την f (ν−3)
αφού η παράγωγος της είναι γνησίως αύξου-

σα.

• Θέση τοπικού ελαχίστου για την f (ν−4)
.

• ...

Το ζεύγος αυτών των καταστάσεων επαναλαμβάνεται. Αν ο n είναι άρτιος θα

έχουμε ότι το x0 είναι θέση ακροτάτου ενώ αν ο n είναι περιττός το x0 είναι

θέση καμπής.

Ο.Ε.Δ.

1.11.3 Σημεία καμπής πολυωνύμων.

Είναι γνωστό ότι η γραφική παράσταση της f (x) = αx2+βx+γ, α ≠ 0 έχει

άξονα συμμετρίας την ευθεία x = m όπου m = − β
2α . Επίσης γνωστό είναι ότι

στη θέση m η f παρουσιάζει ελάχιστο ή μέγιστο ανάλογα με πρόσημο του α.
Μπορούμε να μεταφέρουμε κατάλληλα την γραφική παράσταση της f ώστε η

ευθεία x =m να συμπέσει με τον y′y. Τότε η f στη νέα της θέση θα είναι μία

άρτια συνάρτηση. Η νέα συνάρτηση θα είναι η

g (x) = f (x +m) = α(x − β

2α
)

2

+ β (x − β

2α
) + γ
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Είναι

g (x) = αx2 − β
2 − 4αγ

4α
που προφανώς είναι άρτια.

Σχήμα 1.34. Η γραφική παράσταση της f (x) = αx2+βx+γ, α ≠ 0 με κατάλληλη
οριζόντια μετατόπιση μπορεί να συμπέσει με την γραφική παράσταση μιας άρτιας
συνάρτησης

KJ

Για τα τριτοβάθμια πολυώνυμα της μορφής f (x) = αx3 + βx2 + γx + δ μπορεί

να πραγματοποιηθεί μετατόπιση ώστε να συμπέσουν με μία περιττή συνάρτηση.

Αυτό μπορεί να επιτευχθεί αν η νέα συνάρτηση δεν έχει όρους άρτιας τάξης.

Για να απαλείψουμε τον x2
χρειαζόμαστε μια οριζόντια μετατόπιση έστω κατα

m. Είναι:

f (x +m) = αx3+(3αm + β)x2+(3αm2 + 2βm + γ)x+(αm3 + δ + γm + βm2)

οπότε ο συντελεστής του x2
δηλαδή ο 3αm + β γίνεται μηδέν όταν m = − β

3α .

Για αυτή την τιμή του m έχουμε:

g (x) = f (x +m) = αx3 + (γ − β
2

3α
)x + 2β3 − 9γβα + 27δα2

27α2
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Τώρα με μία κατακόρυφη μετατόπιση μπορεί να απαλειφθεί και ο σταθερός όρος

και να έχουμε την συνάρτηση:

h (x) = αx3 + (γ − β
2

3α
)x

που είναι προφανώς περιττή.

Σχήμα 1.35. Η γραφική παράσταση της f (x) = αx3 + βx2 + γx + δ, α ≠ 0 με
κατάλληλη οριζόντια και κάθετη μετατόπιση μπορεί να συμπέσει με την γραφική
παράσταση μιας περιττής συνάρτησης

Μετά τη μετατόπιση η f (x) = αx3 + βx2 + γx + δ συνέπεσε με μία περιττή

συνάρτηση που έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή των αξόνων. Αυτό σημαίνει

ότι και στην αρχική της θέση είχε κέντρο συμμετρίας: Εκείνο από το οποίο

προήλθε η αρχή των αξόνων δηλαδή το σημείο (m,f (m)) με m = − β
3α . Αλλά

f ′′ (x) = 6αx+2β, το m είναι ρίζα της και εκατέρωθεν της η f ′′ αλλάζει πρόση-
μο.Επομένως το (m,f (m)). Η f μπορεί να έχει ή όχι θέσεις ακροτάτων που

θα είναι τοπικά αφού στα ±∞ απειρίζεται. Τα αντίστοιχα σημεία θα είναι συμ-

μετρικά ως προς το σημείο καμπής το οποίο φυσικά θα είναι μέσο του τμήματος

τους. ΄Ετσι έχουμε την:

Πρόταση ♢ 45. ΄Εστω η συνάρτηση f (x) = αx3 + βx2 + γx + δ, α ≠ 0.

1. Το σημείο καμπής της K (− β
3α , f (− β

3α)) είναι κέντρο συμμετρίας της

γραφικής της παράστασης.

2. Αν η f έχει ακρότατα αυτά θα είναι συμμετρικά ως προς το K.
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Απόδειξη

1. Αρκεί να δείξουμε ότι αν δύο σημεία του άξονα x′x έχουν μέσο το − β
3α

τότε οι αντίστοιχες εικόνες τους στον y′y έχουν μέσο το f (− β
3α). Μπο-

ρούμε να θεωρήσουμε τα σημεία αυτά να είναι τα − β
3α − r,−

β
3α + r και να

δείξουμε ότι:

f (− β
3α − r) + f (− β

3α + r)
2

= f (− β

3α
) (∗).

Σχήμα 1.36. Η γραφική παράσταση της f (x) = αx3 + βx2 + γx + δ, α ≠ 0 έχει
κέντρο συμμετρίας το σημείο καμπής της.

΄Ενας άμεσος τρόπος είναι με εκτέλεση των πράξεων. Ως ενδιάμεσο βήμα

έχουμε ότι:

f (p − r) + f (p + r) = 2αp3 + 2βp2 + (2γ + 6αr2)p + 2δ + 2βr2,

και θέτοντας όπου p το − β
3α έχουμε ότι:

f (− β

3α
− r) + f (− β

3α
+ r) =

= 2α(− β

3α
)

3

+ 2β (− β

3α
)

2

+ (2γ + 6αr2)(− β

3α
) + 2δ + 2βr2 =
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= 2

27

2β3 − 9αβγ + 27α2δ

α2

που σημαίνει ότι η (∗) ισχύει.

2. Είναι f ′ (x) = 3αx2 + 2βx + γ. Αν η f ′′ έχει ρίζες αυτές είναι ως σημεία

του x′x συμμετρικές ως προς το − 2β
2(3α) = −

β
3α =m και επομένως από το

1. τα αντίστοιχα σημεία είναι συμμετρικά ως προς το K.

KJ

Τα τεταρτοβάθμια πολυώνυμα μπορούν να έχουν δύο ή κανένα σημείο καμ-

πής. Αυτό διότι η γενική μορφή ενός τεταρτοβαθμίου πολυωνύμου είναι

f (x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0, a4 ≠ 0

και η δεύτερη παράγωγος του είναι:

f ′′ (x) = 12a4x
2 + 6a3x + 2a2.

Η f ′′ μπορεί να μην έχει ρίζα να έχει δύο ρίζες (που εκατέρωθεν τους αλλάζει

πρόσημο άρα αποτελούν θέσεις σημείων καμπής) ή μία ρίζα (που εκατέρωθεν

της δεν αλλάζει πρόσημο άρα δεν έχουμε σημείο καμπής). Για τα σημεία καμ-

πής ισχύει το εξής μη αναμενόμενο αποτέλεσμα που απέδειξε το 2004 ο Lin
McMullin, καθηγητής Λυκείου στις ΗΠΑ

11
:

Πρόταση ♢ 46. * (Θεώρημα Lin McMullin ) ΄Εστω η συνάρτηση

f (x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0 με a4 ≠ 0.

Αν η f έχει δύο σημεία καμπής με τετμημένες p, q τότε η ευθεία τους επανα-

τέμνει την Cf σε δύο άλλα σημεία των οποίων οι τετμημένες είναι

Φp − 1

Φ
q, − 1

Φ
p +Φq

όπου Φ = 1+
√

5
2 .

Lin McMullinΑπόδειξη. Η τυπική αντιμετώπιση είναι να βρεθούν οι ρίζες της f ′′, να βρεθούν

τα σημεία καμπής, να βρεθεί η ευθεία τους και να βρεθούν τα κοινά σημεία της

με την Cf . Η διαδικασία αυτή έχει μεγάλο υπολογιστικό φορτίο.

Ο McMullin μείωσε τους υπολογισμούς εργαζόμενος ως εξής: Είναι

f ′ (x) = 4a4x
3 + 3a3x

2 + 2a2x + a1

και

f ′′ (x) = 12a4x
2 + 6a3x + 2a2.

11https://teachingcalculus.com/2013/07/10/lin-mcmullins-theorem/

https://teachingcalculus.com/2013/07/10/lin-mcmullins-theorem/
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Αφού η f ′′ έχει ρίζες p, q και συντελεστή μεγιστοβαθμίου όρου 12a4 θα γράφε-

ται:

12a4 (x − p) (x − q)
Μία παράγουσα της συνάρτησης αυτής είναι η

4a4x
3 − 6a4 (p + q)x2 + 12a4pqx

και μια άλλη η f ′′ και οι δύο αυτές συναρτήσεις θα διαφέρουν κατά σταθερά

που είναι η a1.

f ′ (x) = 4a4x
3 − 6a4 (p + q)x2 + 12a4pqx + a1.

Μία παράγουσα της είναι η

a4x
4 − 2a4 (p + q)x3 + 6a4pqx

2 + a1x

και μία άλλη είναι η f . Η κατάλληλη σταθερά που πρέπει να προστεθεί είναι η

a0. ΄Αρα:

f (x) = a4x
4 − 2a4 (p + q)x3 + 6a4pqx

2 + a1x + a1

Σχήμα 1.37. Το θεώρημα του Lin McMullin .
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Η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία καμπής (p, f (p)) και (q, f (q)) είναι

η

RRRRRRRRRRRRRR

p −a4p
4 + 4a4p

3q + a1p + a1 1
q −a4q

4 + 4a4pq
3 + a1q + a1 1

x y y

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

που παραγοντοποιείται και δίνει την

(p − q) (a4p
3 + a4q

3 − 3a4qp
2 − 3a4q

2p − a1)x+y+3a4q
2p2−a1−a4pq

3−a4p
3q = 0

΄Αρα η ευθεία των σημείων καμπής είναι η

y = (3a4qp
2 + 3a4q

2p − a4p
3 − a4q

3 + a1)x + a4p
3q + a4pq

3 − 3a4q
2p2 + a1.

Το σύστημα:

y = a4x
4 − 2a4 (p + q)x3 + 6a4pqx

2 + a1x + a1

y = (3a4qp
2 + 3a4q

2p − a4p
3 − a4q

3 + a1)x + a4p
3q + a4pq

3 − 3a4q
2p2 + a1

}

ανάγεται στην εξίσωση:

a4 (x − q) (x − p) (x2 − (p + q)x + 3pq − q2 − p2) = 0

που έχει τις αναμενόμενες ρίζες p, q και δύο ακόμη που προκύπτουν από την

επίλύση της:

x2 − (p + q)x + 3pq − q2 − p2 = 0

η οποία δίνει ρίζες:

1 −
√

5

2
p + 1 +

√
5

2
q,

1 −
√

5

2
p + 1 +

√
5

2
q

και έτσι έχουμε το αποδεικτέο. Ο.Ε.Δ.

1.12 Υπερ-κυρτές συναρτήσεις.

Η έννοια της κυρτής συνάρτησης ως πολλαπλά χρήσιμη φυσικό είναι να έχει

δεχθεί γενικεύσεις και εξειδικεύσεις ([32] κεφ. 2). Μια από αυτές σχετίζεται

με τις Προτάσεις ♢ 14, 17. Σύμφωνα με αυτές μια συνάρτηση f συνεχής σε

ένα διάστημα ∆ και παραγωγίσιμη στα εσωτερικά σημεία του είναι κυρτή αν και

μόνο αν για οποιαδήποτε x1 ≠ x2 από το ∆ και λ ∈ (0,1) ισχύει

f ((1 − λ)x1 + λx2) < (1 − λ) f (x1) + λf (x2) (∗).

Αν η f παίρνει μόνο θετικές τιμές και αντί αυτής της απαίτησης έχουμε την

f ((1 − λ)x1 + λx2) < (f (x1))1−λ (f (x2))λ (#)
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τότε έχουμε μια άλλη έννοια κυρτότητας. Επειδή η σχέση (#), όπως εύκολα

διαπιστώνεται, είναι ισοδύναμη με την

ln f ((1 − λ)x1 + λx2) < (1 − λ) ln f (x1) + λ ln f (x2) (##),

η απαίτηση (#) ισοδυναμεί με το να είναι κυρτή συνάρτηση ο λογάριθμος ln f
της f . Μια συνάρτηση f θα λέγεται υπερ-κυρτή ή λογαριθμικά κυρτή αν παίρνει

μόνο θετικές τιμές και ο λογάριθμος της είναι συνάρτηση κυρτή
12
. Η ιδιότητα

του να είναι μια συνάρτηση υπερ-κυρτή είναι ισχυρότερη από την ιδιότητα του

να είναι κυρτή όπως φαίνεται από το επόμενο:

Πρόταση ♢ 47. Κάθε υπερ-κυρτή συνάρτηση είναι κυρτή.

Απόδειξη ΄Εστω f μια υπερ - κυρτή συνάρτηση. Τότε η ln f (x) είναι κυρτή.

Εφαρμόζοντας την Πρόταση ♢ 23 συμπεραίνουμε ότι η σύνθεσή της με την

γνησίως αύξουσα και κυρτή συνάρτηση ex θα είναι κυρτή. ΄Αρα η eln f(x)
δηλαδή

η f (x) είναι κυρτή. Ο.Ε.Δ.

Σχόλιο 19. Το ότι μια υπερ-κυρτή είναι κυρτή μπορεί να προκύψει και από

την παρατήρηση ότι η ισχύς της ανισότητας (∗) προκύπτει από την ισχύ της

ανισότητας (#) αφού λόγω της ανισότητας του Cauchy με βάρη, που θα δούμε

αργότερα (Παράδειγμα 13), ισχύει

(f (x1))1−λ (f (x2))λ ≤ (1 − λ) f (x1) + λf (x2) .

΄Οπως είδαμε η σύνθεση μιας γνησίως αύξουσας και κυρτής συνάρτησης με

μια κυρτή είναι συνάρτηση κυρτή. Φυσικά δεν μπορούμε να αναμένουμε γενικά

να προκύψει κυρτή συνάρτηση αν συνθέσουμε μία κυρτή με μία κοίλη.

Παράδειγμα 9. Η ex είναι κυρτή, η −1/x,x > 0 είναι κοίλη και η −1/ex είναι

κοίλη

Παράδειγμα 10. Η x2 + 2x + 3 ορισμένη στο (0,+∞) είναι κυρτή η lnx είναι

κοίλη και η σύνθεση τους ln(x2 + 2x + 3) είναι κοίλη

Παράδειγμα 11. ex
2+2x+3

είναι κυρτή η lnx είναι κοίλη και η σύνθεση ln ex
2+2x+3 =

x2 + 2x + 3 είναι κυρτή.

Οι υπερ-κυρτές συνάρτήσεις είναι αρκετά «ανθεκτικές» ώστε συντιθέμενες

με την κοίλη λογαριθμική συνάρτηση να δίνουν ως αποτέλεσμα κυρτή συνάρτη-

ση. Μάλιστα δεν είναι δύσκολο να έχουμε και έναν αυτόματο τρόπο παραγω-

γής όλων των υπερ-κυρτών συναρτήσεων. ΄Εστω f μια υπερ-κυρτή συνάρτηση.

Τότε η g(x) = ln f(x) είναι κυρτή. Είναι δε f(x) = eg(x). ΄Αρα κάθε υπερ-

κυρτή συνάρτηση είναι της μορφής eg(x) όπου g κυρτή. Αλλά και αντιστρόφως

12
Πρόκειται για μια κατηγορία συναρτήσεων που παρουσιάζουν ενδιαφέρον στα Μαθημα-

τικά ([;] σελ. 137) αλλά και σε εφαρμογές όπως π.χ. στην Οικονομική Ανάλυση. Βλ. Rydel,
Peter The significance of Logarithmic Convexity for Price and Growth Theory, Western
Economi Journal, 6(1), 1967 σελ. 65-71.
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αν έχουμε μια κυρτή συνάρτηση g και σχηματίσουμε την eg(x) αυτή θα είναι

υπερ-κυρτή αφού ο λογάριθμος της είναι η κυρτή συνάρτηση g(x). Επομένως

έχουμε την:

Πρόταση ♢ 48. Οι υπερ-κυρτές συναρτήσεις είναι ακριβώς οι συναρτήσεις της

μορφής eg(x) όπου η g είναι κυρτή.

Είδαμε ότι το άθροισμα κυρτών συναρτήσεων είναι πάντα κυρτή ενώ το

γινόμενο, ακόμη και αν είναι θετικές, μπορεί να είναι κυρτή μπορεί και όχι. Οι

υπερ-κυρτές συναρτήσεις συμπεριφέρονται καλλίτερα:

Πρόταση ♢ 49. Το άθροισμα και το γινόμενο υπερ-κυρτών συναρτήσεων είναι

συνάρτηση υπερ-κυρτή.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι οι f και g είναι υπερ-κυρτές συναρτήσεις στο

∆. Τότε οι ln f , ln g είναι κυρτές.

Για την fg Το ότι η fg είναι υπερ-κυρτή προκύπτει από το ότι ln fg = ln f +
ln g και το άθροισμα κυρτών είναι κυρτή.

Για την f + g Θα αποδείξουμε ότι η ln (f + g) είναι κυρτή αποδεικνύοντας

ότι για κάθε x1, x2 από το ∆ με x1 < x2 υπάρχουν α,β έτσι ώστε για

όλα τα x με x1 ≤ x ≤ x2 να ισχύει

ln (f (x) + g (x)) ≤ αx + β

ή ισοδύναμα

f (x) + g (x) ≤ eαx+β (∗)

και το ίσον να ισχύει μόνο αν x = x1 ή x = x2.

Για τις κυρτές συναρτήσεις ln f , ln g και τα συγκεκριμένα x1, x2 υπάρχουν

p, q, r, s έτσι ώστε για x με x1 ≤ x ≤ x2 να είναι:

ln f (x) ≤ px + q, ln g (x) ≤ rx + s

ή ισοδύναμα:

f (x) ≤ epx+q, g (x) ≤ erx+s

και οι ισότητες να ισχύουν μόνο αν x = x1 ή x = x2.

Για αυτά τα x ισχύει:

f (x) + g (x) ≤ epx+q + erx+s (∗∗)

Ας ονομάσουμε

w (x) = epx+q + erx+s.

Για τα p, r υπάρχουν δύο περιπτώσεις:
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1. Είναι άνισα ας πούμε με p > r. Για την παράγωγο της lnw (x)
έχουμε:

(lnw (x))′ = pe
px+q + rerx+s
epx+q + erx+s

Θα είναι

pepx+q + rerx+s
epx+q + erx+s =

erx (pe(p−r)x+q + res)
erx (e(p−r)x+q + es)

=

=
p (e(p−r)x+q + es) + res − pes

e(p−r)x+q + es
= p − (p − r) es

e(p−r)x+q + es
Η τελευταία συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα και επομένως η (lnw (x))′
είναι γνησίως αύξουσα άρα στην περίπτωση αυτή η w είναι υπερ-

κυρτή. ΄Αρα υπάρχουν α,β ώστε w (x) ≤ eαx+β για όλα τα x από το

[x1, x2] και το «ίσον» ισχύει μόνο στα άκρα. Επομένως

f (x) + g (x) ≤ epx+q + erx+s ≤ eαx+β

και το «ίσον» οποιωνδήποτε δύο από τα τρία μέλη ισχύει μόνο αν

x = x1 ή x = x2. Στην περίπτωση αυτή έχουμε αποδείξει ότι η f + g
είναι υπερ-κυρτή.

2. Είναι ίσα. Τότε

w (x) = epx+q + epx+s = epx (eq + er) = epxeln(eq+er) = epx+ln(eq+er)

και επομένως

f (x) + g (x) ≤ epx+q + erx+s = e
α©
p x+

β

³ ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹· ¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
ln(eq+er)

με το «ίσον» να ισχύει μόνο αν x = x1 ή x = x2. Οπότε και σε αυτή

την περίπτωση η f + g είναι υπερ-κυρτή. Ο.Ε.Δ.

΄Ενα κριτήριο για να είναι μια συνάρτηση που παίρνει μόνο θετικές τιμές υπερ-

κυρτή είναι το ακόλουθο (βλ [30]).

Πρόταση ♢ 50. ΄Εστω f μια συνεχής συνάρτηση ορισμένη στο ∆, παραγωγίσιμη

στα εσωτερικά του σημεία, η οποία παίρνει μόνο θετικές τιμές. Τα εξής είναι

ισοδύναμα.

1. Η f είναι υπερ-κυρτή.

2. Για κάθε πραγματικό αριθμό a η συνάρτηση eaxf(x) είναι κυρτή.

Απόδειξη. Για το ευθύ έχουμε ότι αφού η f είναι υπερ-κυρτή η ln f(x) είναι

κυρτή άρα και το άθροισμα ln f(x) + ax είναι κυρτή και το αυτό ισχύει για την

σύνθεση eax+ln f(x)
που είναι η eaxf(x).

Για το αντίστροφο θα αποδείξουμε το εξής:
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Αν η ϕ(x) είναι συνεχής στο ∆, παραγωγίσιμη στα εσωτερικά του

σημεία και η eax+ϕ(x) είναι κυρτή για όλα τα a τότε η ϕ(x) είναι

κυρτή.

Το αντίστροφο προκύπτει παίρνοντας στην θέση της ϕ(x) την ln f(x).
Αρκεί να αποδείξουμε ότι η ϕ′(x) είναι γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό

του ∆. ΄Εστω πως όχι και ότι για x1 < x2 είναι

ϕ′ (x1) ≥ ϕ′ (x2) .

Τότε υπάρχει πάντα επιλογή του a τέτοια ώστε

α + ϕ′ (x2) ≥ (α + ϕ′ (x2)) eϕ(x2)−ϕ(x1)+a(x2−x1) (∗),

ή ισοδύναμα ώστε

(α + ϕ′ (x2)) (1 − eϕ(x2)−ϕ(x1)+a(x2−x1)) ≥ 0 (∗∗).

Παρατηρούμε ότι η (∗) είναι ισοδύναμη με την

(α + ϕ′ (x2)) (ϕ (x2) − ϕ (x1) + a (x2 − x1)) ≤ 0 (∗ ∗ ∗).

Η (∗ ∗ ∗) και επομένως η (∗) ισχύει αν επιλέξουμε το a μεταξύ των αριθμών

−ϕ′ (x2) και −ϕ(x2)−ϕ(x1)x2−x1 κάτι που είναι πάντοτε δυνατόν ακόμη και στην πε-

ρίπτωση που αυτοί οι δύο αριθμοί είναι ίσοι οπότε το a επιλέγεται να είναι η

κοινή τιμή τους. Για ένα τέτοιο a έχουμε ότι

α + ϕ′ (x1) ≥ (α + ϕ′ (x2)) ≥ (α + ϕ′ (x2)) eϕ(x2)−ϕ(x1)+a(x2−x1),

από την οποία προκύπτει ότι

(α + ϕ′ (x1)) eϕ(x1)+ax1 ≥ (α + ϕ′ (x2)) eϕ(x2)+ax2 ,

που μας οδηγεί σε άτοπο αφού πρέπει η παράγωγος της eax+ϕ(x) να είναι γνη-

σίως αύξουσα. Ο.Ε.Δ.

1.13 Κυρτές συναρτήσεις και ανισότητες.

Στην ενότητα αυτή θα δούμε κάποιες ανισότητες που αποδεικνύονται ως

συνέπειες των ιδιοτήτων των κυρτών συναρτήσεων ή συνδέονται άμεσα με αυ-

τές. Επιχειρείται η παρουσίαση να είναι τέτοια ώστε, ενδεχομένως με κάποιες

παρεμβάσεις του διδάσκοντα με υποερωτήματα, να είναι διδάξιμες στην τάξη.

Για τον λόγο αυτό σε αρκετές περιπτώσεις θυσιάστηκε η συντομία.
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1.13.1 Η ανισότητα του Jensen

Η ανισότητα του Jensen (1.12) μπορεί να πάρει μια πιο συμμετρική μορφή.

Θέτοντας 1 − λ = λ1 και λ = λ2 έχουμε ότι λ1, λ2 ∈ (0,1) και λ1 + λ2 = 1 η δε

ανισότητα, πάντα με την υπόθεση ότι x1 ≠ x2, γράφεται

f (λ1x1 + λ2x2) < λ1f (x1) + λ2f (x2) (1.13)

Η μορφή αυτή είναι γενικεύσιμη για περισσότερους αριθμούς.

1.13.1.1 Η ανισότητα του Jensen για τρεις αριθμούς.

Ας δούμε πρώτα πως μπορεί να γενικευτεί για τρεις αριθμούς. Ας υπο-

θέσουμε ότι οι x1, x2, x3 είναι τρεις διαφορετικοί αριθμοί του διαστήματος

∆ και λ1, λ2, λ3 τρεις αριθμοί του διαστήματος (0,1) με άθροισμα 1 δηλαδή

λ1 + λ2 + λ3 = 1. Θα δείξουμε ότι:

Ο αριθμός λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 ανήκει στο ∆ και ότι

f (λ1x1 + λ2x2 + λ3x3) < λ1f (x1) + λ2f (x2) + λ3f (x3)

Για την απόδειξη του πρώτου, αφού οι αριθμοί x1, x2, x3 είναι ανά δύο διάφοροι

μπορούμε να υποθέσουμε ότι είναι x1 < x2 < x3. Τότε

λ1x1 = λ1x1 < λ1x3

λ2x1 < λ2x2 < λ2x3

λ3x1 < λ3x3 = λ3x3

Προσθέτοντας κατά μέλη αυτές τις σχέσεις έχουμε

(λ1 + λ2 + λ3)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

1

x1 < λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 < (λ1 + λ2 + λ3)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

1

x3

δηλαδή:

x1 < λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 < x3

επομένως και ο αριθμός λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 ανήκει στο ∆ αφού οι x1, x3

ανήκουν.

Για την απόδειξη της ανισότητας θα προσπαθήσουμε τον αριθμό λ1x1 +
λ2x2 + λ3x3 να τον φέρουμε σε μία μορφή px + λ3x3 με τον x να είναι αριθμός

του ∆ διάφορος του x3 και οι αριθμοί p, λ3 να είναι αριμοί του (0,1) (ο λ3

ήδη είναι και να έχουν άθροισμα 1 ώστε να μπορέσουμε να εφαρμόσουμε την

ανισότητα Jensen όπως την ξέρουμε.

Αυτό μπορούμε να το πετύχουμε γράφοντας λ1x1 + λ2x2 = px με p + λ3 = 1.
Η τελευταία σχέση μας λέει ποιος πρέπει να είναι ο p: είναι ο p = 1 − λ3 που



1.13. Κυρτές συναρτήσεις και ανισότητες. 83

φυσικά ανήκει στο (0,1) αφού ο λ3 ανήκει. Η ίδια σχέση μας λέει ποιος πρέπει

να είναι ο x:

x = λ1x1 + λ2x2

p
= λ1x1 + λ2x2

1 − λ3
= λ1

1 − λ3
x1 +

λ2

1 − λ3
x2

Επειδή οι αριθμοί
λ1

1−λ3 ,
λ1

1−λ3 είναι θετικοί και έχουν άθροισμα
λ1

1−λ3 +
λ1

1−λ3 =
λ1+λ2
1−λ3 = 1−λ3

1−λ3 = 1 και οι δύο ανήκουν στο (0,1) και επομένως ο x βρίσκεται

μεταξύ των x1, x2 και επομένως στο ∆. Μπορούμε λοιπόν να γράψουμε:

f (λ1x1 + λ2x2 + λ3x3) = f (px + λ3x3) < pf (x) + λ3f (x3) =

(1 − λ3) f ( λ1

1 − λ3
x1 +

λ2

1 − λ3
x2) + λ3f (x3) <

(1 − λ3) [
λ1

1 − λ3
f (x1) +

λ2

1 − λ3
f (x2)] + λ3f (x3) =

λ1f (x1) + λ2f (x2) + λ3f (x3)

και επομένως έχουμε αποδείξει ότι f (λ1x1 + λ2x2 + λ3x3) < λ1f (x1)+λ2f (x2)+
λ3f (x3).

1.13.1.2 Η γενική ανισότητα του Jensen

Στο επόμενο θα δώσουμε δύο αποδείξεις της γενικευμένης ανισότητας του

Jensen. Η πρώτη χρησιμοποιεί μαθηματική επαγωγή που είναι έξω από την σχο-

λική ύλη. Η δεύτερη χρησιμοποιεί την αρχη του ελαχίστου (: Αν ξεκινήσουμε

από ένα φυσικό αριθμό και επιλέξουμε ένα μικρότερο κ.ο.κ. η διαδικασία αυτή

τερματίζεται) που αν και ισοδύναμη με την αρχή της επαγωγής είναι διαισθητικά

προφανέστερη.

Πρόταση ♢ 51. Αν η f είναι κυρτή στο ∆, οι x1, x2, ..., xn είναι n > 1 ανά

δύο διάφοροι αριθμοί του ∆ και λ1, λ2, ..., λn είναι στοιχεία του (0,1) με

λ1 + λ2 + ... + λn = 1 τότε το λ1x1 + λ2x2 + ... + λnxn είναι στοιχείο του ∆ και

ισχύει:

f (λ1x1 + λ2x2 + ... + λnxn) < λ1f (x1) + λ2f (x2) + ... + λnf (xn)

Απόδειξη 1. Για το πρώτο σκέλος αφού τα x1, x2, ..., xn είναι ανά δύο διάφορα

μπορούμε να υποθέσουμε ότι x1 < x2 < ...,< xn. Ισχύουν οι ανισότητες:

x1 ≤ x1 < xn

x1 < x2 < xn
...

x1 < xn ≤ xn
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και επομένως:

λ1x1 ≤ λ1x1 < λ1xn

λ2x1 < λ2x2 < λ2xn

...

λnx1 < λnxn ≤ λnxn
οπότε προσθέτοντας κατά μέλη και λαμβάνοντας υπ΄ όψιν ότι λ1+λ2+...+λn = 1
βρίσκουμε ότι

x1 < λ1x1 + λ2x2 + ... + λnxn < xn
επομένως το άθροισμα του μεσαίου μέλους αφού βρίσκεται μεταξύ δύο στοιχείων

του ∆ ανήκει και αυτό στο ∆.

Για το δεύτερο σκέλος θα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή στο n.

Για n = 2. Η αποδεικτέα ισχύει (βλ. (1.13).

Για n = k. Υποθέτουμε ότι ισχύει.

Για n = k + 1. ΄Εστω x1 < x2 <, ...,< xk < xk+1 στοιχεία του ∆ και αριθμοί λ1,

λ2, ..., λk, λk+1 του (0,1) τέτοια ώστε λ1 + λ2 + ... + λk + λk+1 = 1. Θα

αποδείξουμε ότι:

f (λ1x1 + λ2x2 + ... + λkxk + λk+1xk+1)

< λ1f (x1) + λ2f (x2) + ... + λkf (xk) + λk+1f (xk+1)

Μπορούμε να γράψουμε:

λ1x1 + λ2x2 + ... + λkxk + λk+1xk+1 =

= (λ1 + λ2 + ... + λk) (
λ1

λ1 + λ2 + ... + λk
x1 + ... +

λk
λ1 + λ2 + ... + λk

xk)+λk+1xk+1

με τα

λ1

λ1 + λ2 + ... + λk
,

λ2

λ1 + λ2 + ... + λk
, ...,

λk
λ1 + λ2 + ... + λk

να είναι στοιχεία του (0,1) με άθροισμα 1 και το

u = λ1

λ1 + λ2 + ... + λk
x1 +

λ2

λ1 + λ2 + ... + λk
x2 + ... +

λk
λ1 + λ2 + ... + λk

xk

να είναι στοιχείο του ∆.

Είναι τότε:

f (λ1x1 + λ2x2 + ... + λkxk + λk+1xk+1) = f ((λ1 + λ2 + ... + λk)u + λk+1xk+1)
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και αφού τα λ1+λ2+ ...+λk, λk+1 ανήκουν στο (0,1) και τα u, xk+1 είναι

διαφορετικά (αφού το u δεν υπερβαίνει το xk) έχουμε:

f ((λ1 + λ2 + ... + λk)u + λk+1xk+1) < (λ1 + λ2 + ... + λk) f (u)+λk+1f (xk+1)

Από την υπόθεση της επαγωγής έχουμε ότι

f (u) = f ( λ1

λ1 + λ2 + ... + λk
x1 +

λ2

λ1 + λ2 + ... + λk
x2 + ... +

λk
λ1 + λ2 + ... + λk

xk)

< λ1

λ1 + λ2 + ... + λk
f (x1)+

λ2

λ1 + λ2 + ... + λk
f (x2)+...+

λk
λ1 + λ2 + ... + λk

f (xk)

Επομένως:

(λ1 + λ2 + ... + λk) f (u) <

(λ1 + ... + λk) (
λ1

λ1 + ... + λk
f (x1) +

λ2

λ1 + ... + λk
f (x2) + ... +

λk
λ1 + ... + λk

f (xk)) =

λ1f (x1) + λ2f (x2) + ... + λkf (xk)

από τις οποίες προκύπτει η αποδεικτέα.

Απόδειξη 2. Ας χρησιμοποιήσουμε τον ακόλουθο, προσωρινό, συμβολισμό:

Θα γράφουμε x̃ αντί για f (x). Ξέρουμε ότι για οποιαδήποτε θετικά λ1, λ2 με

άθροισμα 1 και οποιαδήποτε x1, x2 από το ∆ είναι

̃λ1x1 + λ2x2 ≤ λ1x̃1 + λ2x̃2

Σαν συνέπεια αυτού είναι ότι για οποιουσδήποτε θετικούς αριθμούς p, q και

οποιαδήποτε x1, x2 για το
px1+qx2
p+q που ανήκει, φυσικά, στο ∆ ισχύει:

̃px1 + qx2

p + q ≤ px̃1 + qx̃2

p + q

Με άλλα λόγια όταν το ∼ (δηλαδή η f) «συναντάει» το
px1+qx2
p+q το «μεγαλώνει»

σε
px̃1+qx̃2
p+q .

Μπορούμε να γράψουμε:

λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 + ... + λn−1xn−1 + λnxn =

(λ1 + λ2)
λ1x1 + λ2x2

λ1 + λ2
+ λ3x3 + ... + λn−1xn−1 + λnxn =

(λ1 + λ2 + λ3)
(λ1 + λ2) λ1x1+λ2x2λ1+λ2 + λ3x3

λ1 + λ2 + λ3
+ ... + λn−1xn−1 + λnxn =

(λ1 + λ2 + λ3 + λ4)
(λ1 + λ2 + λ3)

(λ1+λ2)λ1x1+λ2x2λ1+λ2 +λ3x3
λ1+λ2+λ3 + λ4x4

λ1 + λ2 + λ3 + λ4
+...+λn−1xn−1+λnxn =
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(λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + ... + λn−1)
... + λn−1xn−1

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + ... + λn−1
+ λnxn =

Ξεκινώντας από την τελευταία σχέση και επιστρέφοντας στην αρχή έχουμε:

̃λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 + ... + λn−1xn−1 + λnxn =

̃
(λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + ... + λn−1)

... + λn−1xn−1

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + ... + λn−1
+ λnxn ≤

(λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + ... + λn−1)
̃... + λn−1xn−1

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + ... + λn−1
+ λnx̃n ≤

...

(λ1 + λ2)
̃λ1x1 + λ2x2

λ1 + λ2
+ λ3x̃3 + ... + λn−1x̃n−1 + λnx̃n ≤

λ1x̃1 + λ2x̃2 + λ3x̃3 + ... + λn−1x̃n−1 + λnx̃n
Και επομένως έχουμε ότι

̃λ1x1 + λ2x2 + λ3x3 + ... + λn−1xn−1 + λnxn ≤ λ1x̃1+λ2x̃2+λ3x̃3+...+λn−1x̃n−1+λnx̃n

δηλαδή το αποδεικτέο.

Σχόλιο 20. Αν στην ανισότητα του Jensen (1.13) επιτρέψουμε στα λ1, λ2 να

γίνουν ίσα με 0 ή 1 (που σημαίνει ότι το ένα θα γίνει 0 και το άλλο 1) θα

έχουμε ισότητα. Ισότητα θα έχουμε επίσης όταν x1 = x2. Αυτές είναι και οι

μόνες περιπτώσεις που έχουμε ισότητα με τα x1, x2 να μεταβάλλονται στο ∆
και τα λ1, λ2 στο [0,1] έχοντας άθροισμα 1. Ας δούμε την περίπτωση της

ισότητας στην γενική περίπτωση. Ας υποθέσουμε ότι για τα x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn
από το ∆ και τα λ1, λ2, ..., λn με λ1 + λ2 + ... + λn = 1 ισχύει

f (λ1x1 + λ2x2 + ... + λnxn) = λ1f (x1) + λ2f (x2) + ... + λnf (xn) (∗)

΄Οσα λi είναι μηδέν μπορούμε να τα αγνοήσουμε μαζί με τα αντίστοιχα xi και

θα εξακολουθήσουμε να έχουμε ισότητα απλώς με λιγότερα xi και να έχουμε

ένα σημείο «εκκίνησης» με όλα τα λi να είναι διάφορα του μηδενός. Μπορούμε

αυτή την υπόθεση να την κάνουμε από την αρχή δηλαδή να υποθέσουμε ότι

στην (∗) όλα τα είναι όλα λi είναι διάφορα του μηδενός. Θα δείξουμε ότι όλα

τα xi είναι ίσα.
Η απόδειξη μπορεί να γίνει πάλι με επαγωγή. Για n = 2 το συμπέρασμα

ισχύει και αν υποτεθεί ότι ισχύει για n = k. Αν έχουμε την ισότητα

f (λ1x1 + λ2x2 + ... + λk+1xk+1) = λ1f (x1) + λ2f (x2) + ... + λk+1f (xk+1)

με τα λi να ανήκουν στο (0,1) και λ1 + λ2 + ... + λk+1 = 1 τότε:

λ1f (x1) + λ2f (x2) + ... + λk+1f (xk+1) =
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= f (λ1x1 + λ2x2 + ... + λk+1xk+1) =

= f ((λ1 + λ2 + ... + λk) (
λ1x1 + λ2x2 + ... + λkxk

λ1 + λ2 + ... + λk
) + λk+1xk+1) ≤

≤ (λ1 + λ2 + ... + λk) f (λ1x1 + λ2x2 + ... + λkxk
λ1 + λ2 + ... + λk

) + λk+1f (xk+1)

Επομένως:

λ1f (x1)+λ2f (x2)+...+λkf (xk) ≤ (λ1 + λ2 + ... + λk+1) f (λ1x1 + λ2x2 + ... + λn−1xk+1

λ1 + λ2 + ... + λk
)

άρα:

λ1f (x1) + λ2f (x2) + ... + λkf (xk)
λ1 + λ2 + ... + λk

≤ f (λ1x1 + λ2x2 + ... + λn−1xk+1

λ1 + λ2 + ... + λk
)

Αλλά είναι και:

f (λ1x1 + λ2x2 + ... + λn−1xk+1

λ1 + λ2 + ... + λk
) ≤ λ1f (x1) + λ2f (x2) + ... + λkf (xk)

λ1 + λ2 + ... + λk

επομένως

f (λ1x1 + λ2x2 + ... + λn−1xk+1

λ1 + λ2 + ... + λk
) = λ1f (x1) + λ2f (x2) + ... + λkf (xk)

λ1 + λ2 + ... + λk

άρα από την υπόθεση της επαγωγής τα x1, ...xk είναι ίσα . Οπότε

f ((λ1 + λ2 + ... + λk)x1 + λk+1xk+1) = (λ1 + λ2 + ... + λk) f (x1)+λk+1f (xk+1)

από την οποία έχουμε ότι και το xk+1 είναι ίσο με τα υπόλοιπα xi.

1.13.2 Μερικές εφαρμογές της ανισότητας Jensen

Η ανισότητα του Jensen έχει πολλές και ενδιαφέρουσες εφαρμογές. Εδώ

θα δούμε μερικές.

Παράδειγμα 12. Η ανισότητα του Cauchy αριθμητικού και γεω-
μετρικού μέσου. Θεωρούμε θετικούς αριθμούς x1, x2, ..., xn. Τότε ισχύει

x1 + x2 + ... + xn
n

≥ n
√
x1x2...xn (1.14)

και το ίσον ισχύει αν και μόνο αν οι αριθμοί x1, x2, ..., xn είναι ίσοι.

Πράγματι αρκεί να πάρουμε την κυρτή συνάρτηση ex και

λ1 = λ2 = ... = λn =
1

n
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και

y1 = lnx1, y2 = lnx2, ..., yn = lnxn

Θα έχουμε:

e
1
n
y1+ 1

n
y2+...+ 1

n
yn ≤ 1

n
ey1 + 1

n
ey2 + ... + 1

n
eyn

και το «ίσον» ισχύει όταν τα yi είναι ίσα. Θα έχουμε λοιπόν

e
1
n
(lnx1+lnx2+...+lnxn) ≤ 1

n
(elnx1 + elnx2 + ... + elnxn)

Αλλά

Augustin Louis Cauchy
1789-1857

e
1
n
(lnx1+lnx2+...+lnxn) = e

1
n

lnx1x2...xn = (elnx1x2...xn)
1
n

οπότε έχουμε:

(x1x2...xn)
1
n ≤ 1

n
(x1 + x2 + ... + xn)

και το ίσον ισχύει όταν τα xi είναι ίσα. Δηλαδή το αποδεικτέο.

Παράδειγμα 13. Η ανισότητα του Cauchy με βάρη. Θεωρούμε θε-

τικούς αριθμούς x1, x2, ..., xn και τους αριθμούς λ1, λ2, ..., λn του (0,1) με

λ1 + λ2 + ... + λn = 1. Τότε ισχύει

λ1x1 + λ2x2 + ... + λnxn ≥ xλ11 xλ22 ⋅ ... ⋅ xλnn (1.15)

και το ίσον ισχύει αν και μόνο αν οι αριθμοί x1, x2, ..., xn είναι ίσοι.

Η παραπάνω ανισότητα είναι γενίκευση της προηγουμένης η οποία προκύπτει

αν πάρουμε τα λi να είνα ίσα μεταξύ τους (και ίσα με
1
n).

Η απόδειξη της γίνεται με ανάλογο τρόπο. Ξεκινάμε πάλι από την κυρτή συνάρ-

τηση ex και εφαρμόζουμε την ανισότητα Jensen με τους λ1, λ2, ..., λn ως έχουν

και τους y1 = lnx1, y2 = lnx2, ..., yn = lnxn.

Παράδειγμα 14. Η ανισότητα του Young. Αν a, b, p, q είναι θετικοί

αριθμοί με
1
p +

1
q = 1 τότε ισχύει:

ab ≤ a
p

p
+ b

q

q
. (1.16)

William Henry Young
1863-1942

Πράγματι παραπάνω ανισότητα ισοδυναμεί με την

lna + ln b ≤ ln(a
p

p
+ b

q

q
) ,

δηλαδή την,

p

p
lna + q

q
ln b ≤ ln(a

p

p
+ b

q

q
) .

Η τελευταία ανισότητα ισοδυναμεί με την

1

p
lnap + 1

q
ln bq ≤ ln(a

p

p
+ b

q

q
) ,

που ισχύει λόγω της ανισότητας Jensen για την κοίλη συνάρτηση lnx.
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Παράδειγμα 15. Η ανισότητα του Hölder. Αν a1, ...an, b1, ..., bn είναι

μη αρνητικοί αριθμοί και p, q θετικοί αριθμοί με
1
p +

1
q = 1 τότε ισχύει:

a1b1 + ... + anbn ≤ (ap1 + ... + a
p
n)

1
p (bq1 + ... + b

q
n)

1
q . (1.17)

Otto Ludwig Hölder
1859-1937

Αν όλα τα bi είναι μηδέν δεν υπάρχει κάτι να αποδείξουμε. Αν δεν είναι

όλα μηδέν η απόδειξη (βλ. και [10]) μπορεί να γίνει και εδώ με αξιοποίηση της

συνάρτησης g (x) = xp, x > 0 η οποία αφού p > 1 (λόγω της
1
p +

1
q = 1) και

g′′ (x) = p (p − 1)xp−2
είναι κυρτή. Είναι bq1 + ... + b

q
n > 0 οπότε ορίζονται τα

λi =
bqi

bq1 + ... + b
q
n
, xi = aib1−qi i = 1, ..., n

που είναι στοιχεία του [0,1] με άθροισμα 1. Από την ανισότητα Jensen είναι:

g (λ1x1 + ... + λnxn) ≤ λ1g (x1) + ... + λng (xn) .

΄Αρα έχουμε την ανισότητα

(a1b1 + ... + anbn
bq1 + ... + b

q
n

)
p

≤
bq1 (a1b

1−q
1 )p + ... + bqn (anb1−qn )p

bq1 + ... + b
q
n

,

δηλαδή την

(a1b1 + ... + anbn)p ≤ (ap1b
q+(1−q)p
1 + ... + apnbq+(1−q)pn ) (bq1 + ... + b

q
n)
p−1 (∗).

Αλλά q + (1 − q)p και
p−1
p = 1

q . Επομένως αν υψώσουμε και τα δύο μέλη της

(∗) στην
1
p έχουμε την αποδεικτέα.

Σχόλιο 21. Αν στην ανισότητα του Hölder θέσουμε p = q = 2 έχουμε την ειδική

περίπτωση της ανισότητας Cauchy–Schwarz για θετικούς αριθμούς από

την οποία εύκολα αποδεικνύεται η γενική περίπτωση. Πράγματι αν όλοι οι ai,
bi είναι διάφοροι του μηδενός τότε από την ανισότητα του Hölder έχουμε ότι:

∣a1∣ ∣b1∣ + ... + ∣an∣ ∣bn∣ ≤ (∣a1∣
2 + ... + ∣an∣

2)
1
2 (∣b1∣

2 + ... + ∣bn∣
2)

1
2 ,

και επομένως την:

(∣a1b1∣ + ... + ∣anbn∣)2 ≤ (a2
1 + ... + a2

n) (b21 + ... + b2n) .

Αλλά:

(a1b1 + ... + anbn)2 = ∣a1b1 + ... + anbn∣2 ≤ (∣a1b1∣ + ... + ∣anbn∣)2 ,
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επομένως για μη μηδενικούς αριθμούς ισχύει

(a1b1 + ... + anbn)2 = (a2
1 + ... + a2

n) (b21 + ... + b2n) . (1.18)

Η τελευταία ανισότητα ισχύει και όταν για κάποια ζεύγη ai, bi έχουμε aibi = 0:
Την εφαρμόζουμε πρώτα για τα ζεύγη που δεν έχουν μηδενικά, μεγαλώνουμε

το β΄ μέλος συμπληρώνοντας με τα τετράγωνα των αριθμών του ζεύγους που

έχουμε γινόμενο μηδέν και συμπληρώνουμε το α΄ μέλος με τα μηδενικά γινόμε-

να. Φυσικά η ανισότητα Cauchy–Schwarz αποδεικνύεται για οποιουσδήποτε

αριθμούς αυτοτελώς με την βοήθεια γνώσεων της Α΄ Λυκείου.

Hermann Minkowski

1864–1909
Παράδειγμα 16. Η ανισότητα του Minkowski. Αν a1, ...an, b1, ..., bn
είναι μη αρνητικοί αριθμοί και p > 1 τότε ισχύει:

[(a1 + b1)p + ... + (an + bn)p]
1
p ≤ (ap1 + ... + a

p
n)

1
p + (bp1 + ... + b

p
n)

1
p . (1.19)

Αν όλα τα bi είναι μηδέν τότε η αποδεικτέα προφανώς ισχύει. Αν δεν είναι όλα

μηδέν τότε γράφουμε:

(a1 + b1)p+...+(an + bn)p = (a1 + b1) (a1 + b1)p−1+...+(an + bn) (an + bn)p−1 =

a1 (a1 + b1)p−1 + ... + an (an + bn)p−1 + b1 (a1 + b1)p−1 + ... + bn (an + bn)p−1 .

Θεωρούμε q > 1 ώστε
1
p +

1
q = 1 παίρνοντας q = p

p−1 . Τότε τα ai + bi είναι μη

αρνητικά χωρίς να είνα όλα μηδέν και επομένως μπορούμε να εφαρμόσουμε την

ανισότητα του Hölder για τα

• a1, ..., an και a1 + b1, ..., an + bn

• b1, ..., bn και a1 + b1, ..., an + bn
και θα έχουμε τις ανισότητες:

a1 (a1 + b1)p−1 + ... + an (an + bn)p−1 ≤

(ap1 + ... + apn)
1
p [((a1 + b1)p−1)

q
+ ... + ((an + bn)p−1)

q
]

1
q

b1 (a1 + b1)p−1 + ... + bn (an + bn)p−1 ≤

(bp1 + ... + bpn)
1
p [((a1 + b1)p−1)

q
+ ... + ((an + bn)p−1)

q
]

1
q

.

Προσθέτοντας τις δύο παραπάνω ανισότητες βρίσκουμε ότι:

a1 (a1 + b1)p−1 + ... + an (an + bn)p−1 + b1 (a1 + b1)p−1 + ... + bn (an + bn)p−1 ≤

[(bp1 + ... + bpn)
1
p + (bp1 + ... + bpn)

1
p ] [((a1 + b1)p−1)

q
+ ... + ((an + bn)p−1)

q
]

1
q =
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[(bp1 + ... + bpn)
1
p + (bp1 + ... + bpn)

1
p ] [(a1 + b1)p + ... + (an + bn)p]

1
q ,

όπου χρησιμοποιήσαμε ότι q(p − 1) = p.
΄Αρα

(a1 + b1)p + ... + (an + bn)p ≤

[(bp1 + ... + bpn)
1
p + (bp1 + ... + bpn)

1
p ] [(a1 + b1)p + ... + (an + bn)p]

1
q ,

δηλαδή

[(a1 + b1)p + ... + (an + bn)p]
1− 1

q ≤ (bp1 + ... + bpn)
1
p + (bp1 + ... + bpn)

1
p

και επομένως

[(a1 + b1)p + ... + (an + bn)p]
1
p ≤ (bp1 + ... + bpn)

1
p + (bp1 + ... + bpn)

1
p .

Tiberiu Popoviciu

1906–1975
Παράδειγμα 17. Η ανισότητα του Popoviciu. ΄Εστω f ∶ ∆ → R μία

κυρτή συνάρτηση. Τότε για κάθε τριάδα x, y, z του ∆ ισχύει:

f (x + y + z
3

) + f (x) + f (y) + f (z)
3

≥ 2

3
(f (x + y

2
) + f (y + z

2
) + f ( z + x

2
)) (1.20)

Για την απόδειξη (βλ. και [32]) μπορούμε χωρίς βλάβη της γενικότητας να

δεχθούμε ότι x ≤ y ≤ z. Αν και οι δύο ανισότητες είναι ισότητες τότε η

αποδεικτέα ισχύει. Υποθέτουμε ότι τουλάχιστον μία είναι γνήσια ανισότητα.

Το
x+y

2 είναι μεταξύ των x, y, το
y+z

2 είναι μεταξύ των y, z και τα
x+y+z

3 και
x+z

2 είναι, γενικά, μεταξύ των x, z. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις ως προς την

θέση του
x+y+z

3 σε σχέση με το y που μας οδηγούν, η κάθε μια, σε απόδειξη

της 1.20.

Περίπτωση 1 y ≤ x+y+z
3 . Στην περίπτωση αυτή επειδή εχουμε τις ισοδυνα-

μίες:

y ≤ x + y + z
3

⇔ 3y ≤ x + y + z⇔ y ≤ x + z
2

,

x + z
2

≥ x + y + z
3

⇔ 3y + 3z ≥ 2x + 2y + 2z⇔ y ≤ x + z
2

και
x + y + z

3
≥ x + y

2
⇔ 2x + 2y + 2z ≥ 3x + 3y⇔ z ≥ x + y

2

συνάγουμε την ακόλουθη διάταξη:

x ≤ x + y
2

≤ x + y + z
3

≤ y ≤ x + z
2

≤ y + z
2

≤ z.

Θα υπάρχουν λ,µ ∈ [0,1] ώστε

x + z
2

= (1 − λ) x + y + z
3

+ λz, y + z
2

= (1 − µ) x + y + z
3

+ µz.
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Λύνοντας ως προς λ,µ βρίσκουμε

λ = 1

2
⋅ x + z − 2y

2z − x − y , µ = 1

2
⋅ y + z − 2x

2z − x − y ,

από τις οποίες προκύπτει ότι

λ + µ = 1

2
.

Από την ανισότητα του Jensen έχουμε:

f (x + z
2

) = f ((1 − λ) x + y + z
3

+ λz) ≤ (1 − λ) f (x + y + z
3

) + λf (z) ,

f (y + z
2

) = f ((1 − µ) x + y + z
3

+ µz) ≤ (1 − µ) f (x + y + z
3

) + µf (z) ,

f (x + y
2

) ≤ 1

2
f (x) + 1

2
f (y) .

Προσθέτοντας τις τρεις αυτές ανισότητες βρίσκουμε:

f (x + z
2

) + f (y + z
2

) + f (x + y
2

) ≤

(2 − λ − µ) f (x + y + z
3

) + (λ + µ) f (z) + 1

2
f (x) + 1

2
f (y) ,

από την οποία προκύπτει ότι

f (x + z
2

)+f (y + z
2

)+f (x + y
2

) ≤ 3

2
f (x + y + z

3
)+1

2
(f (x) + f (z) + f (y)) .

Περίπτωση 2
x+y+z

3 ≤ y. Εργαζόμαστε όμοια.

Σχόλιο 22. Η ανισότητα 1.20 γράφεται

f (x+z
2

) + f (y+z
2

) + f (x+y
2

)
3

≤
f (x+y+z

3
) + 1

3 (f (x) + f (z) + f (y))
2

.

Επομένως η ανισότητα Popoviciu μας πληροφορεί ότι αν πάρουμε τρία σημε-

ία A, B, C στην γραφική παράσταση Cf μια κυρτής συνάρτησης f , τα μέσα

P,Q,R των AB, BC, CA, το κέντρο βάρους G του ABC και φέρουμε από

τα P,Q,R,G κάθετες στον x′x που τέμνουν την Cf στα P ′,Q′,R′,G′
τότε το

μέσο M του G′G είναι πάνω από το κέντρο βάρους L του P ′Q′R′
(Σχήμα

1.38).
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Σχήμα 1.38. Γεωμετρική ερμηνεία της ανισότητας του Popoviciu.

1.13.3 Κυρτότητα και ολοκλήρωση.

Στα προηγούμενα είδαμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες ώστε μια συνάρτη-

ση f συνεχής σε ένα διάστημα ∆ και παραγωγίσιμη στα εσωτερικά σημεία του

να είναι κυρτή σε αυτό. ΄Ολες οι συνθήκες ενέπλεκαν τιμές της συνάρτησης ή

της παραγώγου της. Παραθέτουμε τη μεταγραφή ορισμένων από αυτές:

Γνησίως αύξουσα παράγωγος.

f ′ (x) < f ′ (x + h)

για κάθε εσωτερικό σημείο x του ∆ και κάθε h > 0 με x + h εσωτερικό

του ∆

Η γραφική παράσταση πάνω από την εφαπτομένη.

f (x + h) > f ′ (x)h + f (x)

για κάθε εσωτερικό σημείο x του ∆ και κάθε h ≠ 0 με με x+h εσωτερικό

του ∆

Το τόξο κάτω από την χορδή.

f (x + t) < f (x + h) − f (x)
h

t + f (x)
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για κάθε εσωτερικό σημείο x του ∆, κάθε h ≠ 0 με x + h εσωτερικό του

∆ και t ≠ 0 με x + t μεταξύ x και x + h

Η επόμενη πρόταση μας δίνει μια ικανή και αναγκαία συνθήκη κυρτότητας με

όρους ολοκλήρωσης (βλ. και [16] σελ. 98 ασκ. 125):

Πρόταση ♢ 52. ΄Εστω f συνεχής στο διάστημα ∆ και παραγωγίσιμη στα εσω-

τερικά σημεία του. Η f είναι κυρτή αν και μόνο αν για κάθε x ∈ ∆ και κάθε

h > 0 ώστε x ± h ∈ ∆ να ισχύει:

f (x) < 1

2h
∫

x+h

x−h
f (t)dt.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι η f είναι κυρτή. ΄Εστω y = ax + b η εφα-

πτομένη της Cf στο σημείο της (x, f(x)). Τότε για όλα τα t ∈ [x − h,x + h]
είναι f(t) ≥ at + b και το ίσον ισχύει μόνο για t = x. Επομένως:

1

2h
∫

x+h

x−h
f (t)dt > ∫

x+h
x−h (at + b)dt

2h
= 1

2
⋅ 2axh + 2bh

h
= ax + b = f (x) .

Αντιστρόφως τώρα υποθέτουμε ότι η ανισότητα μας ισχύει και θα δείξουμε ότι

η f είναι κυρτή. Αρκεί να δείξουμε (Πρόταση ♢ 29) ότι η μέγιστη τιμή της f
σε κάθε κλειστό υποδιάστημα του ∆ επιτυγχάνεται μόνο σε κάποιο από τα άκρα

του και όχι σε εσωτερικό σημείο. ΄Εστω ότι αυτό δεν ισχύει. Τότε θα υπάρχει

κάποιο κλειστό υποδιάστημα I του ∆ τέτοιο ώστε η μέγιστη τιμή της f σε

αυτό να επιτυγχάνεται σε κάποιο εσωτερικό σημείο x. Θεωρούμε κατάλληλο h
ώστε [x−h,x+h] ⊆ I. Φυσικά και πάλι η μέγιστη τιμή της f στο [x−h,x+h]
επιτυγχάνεται στο x και ενδεχομένως και σε άλλα σημεία. Θα είναι f (t) ≤ f (x)
για όλα τα t ∈ [x − h,x + h] και επομένως:

f (x) < 1

2h
∫

x+h

x−h
f (t)dt ≤ 1

2h
∫

x+h

x−h
f (x)dt = 1

2h
2hf (x) = f (x) ,

πράγμα αδύνατον. Ο.Ε.Δ.

1.13.4 Η ανισότητα του Young για ολοκληρώματα.

Ας υποθέσουμε ότι η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο [0,+∞)
με f(0) = 0. Η f απεικονίζει το [0,+∞) σε κάποιο διάστημα J του οποίου

το κάτω άκρο είναι μηδέν. Η f−1
είναι όπως εύκολα αποδεικνυέται γνησίως

αύξουσα και, όπως επίσης εύκολα αποδεικνύεται με τον ε − δ ορισμό συνεχής.

Για πραγμάτευση του παρόντος θέματος στην τάξη η συνέχεια της f−1

μπορεί να τεθεί ως επιπλέον υπόθεση. Αν έχουμε την γραφική παράσταση

Cf της f μπορούμε ως γνωστόν να έχουμε και την γραφική παράσταση Cf−1
της αντίστροφης της f−1

παίρνοντας την συμμετρική της Cf−1 ως προς την

ευθεία y = x. Ωστόσο μπορούμε να «βλέπουμε» την γραφική παράσταση της

f−1
μόνο έχοντας χαραγμένη την Cf . Αρκεί να φαντασθούμε ότι περιστρέφουμε



1.13. Κυρτές συναρτήσεις και ανισότητες. 95

το χαρτί σχεδίασης, πηγαίνουμε πίσω από αυτό και εναλλάσσοντας τα ονόματα

των αξόνων. Πιο τυπικά αυτό επιτυγχάνεται με μία στροφή γύρω από την αρχή

των αξόνων κατά 90○ αντίθετα από τους δείκτες του ρολογιού, μία περιστροφή

γύρω από τον κάθετο άξονα (που είναι ο «παλιός» των x) και μια εναλλαγή στα

ονόματα των αξόνων (Σχήμα 1.39).

Σχήμα 1.39. Η γραφική παράσταση της f−1 από την γραφική παράσταση της
f .

Ας θεωρήσουμε θετικούς αριθμούς a > 0 και b > 0 από το σύνολο τιμών της f .
Αφού τόσο η f όσο και η f−1

παίρνουν μη αρνητικές τιμές τα ολοκληρώματα

∫ a0 f (x)dx και ∫ b0 f−1 (x)dx εκφράζουν εμβαδά χωρίων τα οποία μπορούμε να

δούμε σε ένα διάγραμμα που περιέχει μόνο την γραφική παράσταση της f .

Απλή εξέταση των σχημάτων που καλύπτουν τις περιπτώσεις f(a) ≥ b και

f(a) ≤ b δείχνει ότι το άθροισμα των δύο ολοκληρωμάτων ∫ a0 f (x)dx και

∫ b0 f−1 (x)dx αντιστοιχεί στο εμβαδόν ενός χωρίου που είναι τουλάχιστον όσο

το εμβαδόν ab του ορθογωνίου με κορυφές (0,0), (a,0), (a, f(a), (0, b). Η δε

ισότητα ισχύει μόνο αν b = f(a). Επομένως θα ισχύει η πρόταση
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Σχήμα 1.40. Τα ολοκληρώματα ∫
a

0 f (x)dx, ∫
b

0 f
−1 (x)dx.

Πρόταση 1. ΄Εστω f ∶ [0,+∞) → R μία γνησίως αύξουσα και συνεχής συνάρ-

τηση με f(0) = 0. Αν a ≥ 0 και b είναι μία τιμή της f τότε ισχύει:

∫
a

0
f (x)dx + ∫

b

0
f−1 (x)dx ≥ ab (1.21)

η δε ισότητα ισχύει αν και μόνο αν b = f(a).

Απόδειξη. Πιο πάνω δόθηκε μια γεωμετρική απόδειξη. Παρόμοια επιχειρη-

ματολογία χρησιμοποιείται στο [47]. Ωστόσο τα γεωμετρικά επιχειρήματα σε

θέματα της Ανάλυσης εμπεριέχουν κινδύνους και οπωσδήποτε είναι ανοικτά σε

κριτική. Στο [11] περιέχεται μια αποτίμηση διαφόρων αποδείξεων και δίνεται

μια αναλυτική απόδειξη. Αναλυτική απόδειξη σε γενικότερο πλαίσιο υπάρχει

και στο [16]. Ωστόσο οι αποδείξεις αυτές που καλύπτουν την γενική περίπτωση

είναι αρκετά τεχνικές. Στα επόμενα θα δούμε μία μεικτή απόδειξη που περιο-

ρίζει τα γεωμετρικά επιχειρήματα και δύο ακόμη αναλυτικές αποδείξεις η μια

με ενισχυμένες υποθέσεις. Ας σημειωθεί ότι και στο άρθρο του Young όπου

εμφανίστηκε η ανισότητα (Βλ. [50]) η πρόταση διατυπώθηκε με ισχυρότερες

υποθέσεις (Βλ. Σχόλιο 23).

Απόδειξη με f συνεχή και ένα γεωμετρικό επιχείρημα. Βλ. και

[49].

Θεωρούμε την συνάρτηση F (x) = ∫ x0 f (t)dt. Είναι F ′ (x) = f (x) !,
επομένως η F είναι κυρτή. ΄Αρα για δοθέν x0 είναι

F (x) ≥ F ′ (x0) (x − x0) + F (x0) ,

για όλα τα x με το «ίσον» να ισχύει μόνο για x = x0. Παίρνοντας x0 =
f−1 (b) οπότε F ′ (x0) = f (x0) = f (f−1 (b)) = b έχουμε ότι για όλα τα x
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είναι

∫
x

0
f (t)dt ≥ b (x − f−1 (b)) + ∫

f−1(b)

0
f (t)dt

με το «ίσον» να ισχύει αν και μόνο αν x = f−1 (b). Παίρνοντας τώρα x = a
και γράφοντας αντί t το x έχουμε

∫
a

0
f (x)dx ≥ b (a − f−1 (b)) + ∫

f−1(b)

0
f (x)dx (∗),

και το ίσον ισχύει μόνο όταν a = f−1 (b) ή αλλιώς b = f(a). Αλλά

(Σχήμα 1.41) είναι

∫
f−1(b)

0
f (x)dx + ∫

b

0
f−1 (x)dx = bf−1 (b)) (1.22)

Σχήμα 1.41. ∫
f−1(b)

0 f (x)dx + ∫
b

0 f
−1 (x)dx = bf−1 (b)

Επομένως η (∗) γράφεται:

∫
a

0
f (t)dt ≥ ab − ∫

b

0
f (x)dx,

που ισοδυναμεί με την αποδεικτέα ανισότητα, το δε «ίσον» ισχύει μόνο

στην περίπτωση b = f(a).
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Απόδειξη με f παραγωγίσιμη με θετική παράγωγο. Βλ. και [50],

[29] σελ. 49, [28] σελ. 292.

΄Εστω

F (x) = xb − ∫
x

0
f (t)dt.

Είναι F ′ (x) = b − f (x) και επομένως για 0 ≤ x < f−1 (b) είναι F ′ (x) > 0
ενώ για x > f−1 (b) είναι F ′ (x) < 0. ΄Αρα η F παρουσιάζει μέγιστο στο

f−1 (b) που είναι το bf−1 (b) − ∫
f−1(b)

0 f (t)dt και το μέγιστο πραγματο-

ποιείται μόνο αν x = f−1 (b). Αρα

ab − ∫
a

0
f (t)dt ≤ bf−1 (b) − ∫

f−1(b)

0
f (t)dt.

Αλλά

bf−1 (b) − ∫
f−1(b)

0
f (t)dt = bf−1 (b) − ∫

f−1(b)

0
(t)′ f (t)dt =

bf−1 (b) − ([tf (t)]f
−1(b)

0 − ∫
f−1(b)

0
tf ′ (t)dt) =

bf−1 (b) − f−1 (b) f (f−1 (b)) + ∫
f−1(b)

0
tf ′ (t)dt =

∫
f−1(b)

0
tf ′ (t)dt =

f(t)=u, t=f−1(u) ∫
b

0
f−1 (u)du

από τις οποίες έχουμε την αποδεικτέα ανισότητα με το «ίσον» να ισχύει

μόνο όταν b = f(a).

Απόδειξη με f συνεχή χωρίς το γεωμετρικό επιχείρημα. Μπορούμε

να εργασθούμε με την κυρτότητα όπως στην πρώτη απόδειξη και να

δώσουμε μια αναλυτική απόδειξη της ισότητας 1.22. Θέτοντας b = f(c)
η 1.22 γράφεται:

∫
c

0
f (x)dx + ∫

f(c)

0
f−1 (x)dx = cf (c)

Αρκεί να αποδείξουμε ότι η συνάρτηση

s (x) = ∫
x

0
f (t)dt + ∫

f(x)

0
f−1 (t)dt − xf (x)

είναι ίση με το μηδέν για όλα τα x. Είναι s(0) = 0 και αρκεί να δείξουμε

ότι η συνεχής s είναι σταθερή. Θα δείξουμε ότι σε κάθε x0 > 0 είναι

παραγωγίσιμη με παράγωγο μηδέν
13
. Θα δείξουμε λοιπόν ότι

lim
h→0+

s (x0 + h) − s (x0)
h

= 0 = lim
h→0−

s (x0 + h) − s (x0)
h

.

13
Η ιδέα της απόδειξης προέρχεται από το https://math.stackexchange.com/

questions/1589918/youngs-inequality.

https://math.stackexchange.com/questions/1589918/youngs-inequality
https://math.stackexchange.com/questions/1589918/youngs-inequality
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Θα επαληθεύσουμε την πρώτη ισότητα. Η δεύτερη επαληθεύεται όμοια.

Για ευκολία στις ενδιάμεσες πράξεις θέτουμε

f−1 = g, F (x) = ∫
x

0
f (t)dt, G (x) = ∫

x

0
g (t)dt.

Είναι:

s (x0 + h) − s (x0) =

F (x0 + h)+G (f (x0 + h))−(x0 + h) f (x0 + h)−F (x0)−G (f (x0))+x0f (x0) =

[F (x0 + h) − F (x0) − hf (x0 + h)]+

+ [G (f (x0 + h)) −G (f (x0)) − (f (x0 + h) − f (x0))x0] =

∫
x0+h

x0
(f (t) − f (x0 + h))dt + ∫

f(x0+h)

f(x0)
(g (t) − x0)dt

Είναι f !, g ! επομένως για h > 0 είναι

−h (f (x0 + h) − f (x0)) = h (f (x0) − f (x0 + h)) ≤ ∫
x0+h

x0

(f (t) − f (x0 + h))dt ≤ 0

Από την οποία έχουμε:

− (f (x0 + h) − f (x0)) ≤
∫ x0+hx0

(f (t) − f (x0 + h))dt
h

≤ 0 (∗)

και:

0 ≤ ∫
f(x0+h)

f(x0)

(g (t) − g (f (x0)))dt = ∫
f(x0+h)

f(x0)

(g (t) − x0)dt ≤

∫
f(x0+h)

f(x0)

(g (f (x0 + h)) − x0)dt = ∫
f(x0+h)

f(x0)

(x0 + h − x0)dt = h (f (x0 + h) − f (x0)) .

΄Αρα

0 ≤
∫
f(x0+h)
f(x0) (g (t) − x0)dt

h
≤ f (x0 + h) − f (x0) (∗∗)

Αφού η f είναι συνεχής έχουμε από τις (∗), (∗∗) έχουμε ότι

lim
h→0+

∫ x0+hx0
(f (t) − f (x0 + h))dt

h
= lim
h→0+

∫
f(x0+h)
f(x0) (g (t) − x0)dt

h
= 0

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι

lim
h→0+

s (x0 + h) − s (x0)
h

= 0.
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Σχόλιο 23. Ο Young έθεσε την υπόθεση ότι η f είναι παραγωγίσιμη και f ′(x) >
0 για όλα τα x και απέδειξε την ελαφρώς γενικότερη ανισότητα:

ab − pq ≤ ∫
a

p
f (x)dx + ∫

b

q
f−1 (x)dx,

όπου 0 < p και q = f(p). Αυτή προκύπτει από την 1.21 αφού είναι ισοδύναμη

με την

ab ≤ ∫
a

0
f (x)dx + ∫

b

0
f−1 (x)dx + (∫

p

0
f (x)dx + ∫

q

0
f−1 (x)dx − pq) ,

στην οποία ∫ p0 f (x)dx + ∫ q0 f−1 (x)dx − pq = 0 αφού q = f (p).

Σχόλιο 24. Η ανισότητα του Young 1.16 μπορεί να αποδειχθεί ως συνέπεια της

1.21 ως εξής: Θεωρούμε την συνάρτηση f (x) = xp−1
ορισμένη στο [0,+∞)

η οποία είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα αφού
1
p < 1 και επομένως p > 1.

Αυτή έχει αντίστροφη την f−1 (x) = x
1
p−1 . ΄Ενας εύκολος υπολογισμός δίνει ότι

1
p−1 = q − 1. ΄Αρα:

ab ≤ ∫
a

0
f (x)dx + ∫

b

0
f−1 (x)dx = a

p

p
+ b

q

q

1.13.5 Οι ανισότητες των Hölder και Minkowski για ολο-
κληρώματα.

Με την βοήθεια της ανισότητας του Hölder μπορούμε να αποδείξουμε την

ανισότητα του Hölder για ολοκληρώματα.

Πρόταση ♢ 53. (Ανισότητα του Hölder για ολοκληρώματα) ΄Εστω

f , g δύο συνεχείς συναρτήσεις ορισμένες στο [a, b] οι οποίες παίρνουν μόνο μη

αρνητικές τιμές και p, q θετικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε
1
p +

1
q = 1. Ισχύει:

∫
b

a
f (x) g (x)dx ≤ (∫

b

a
fp (x)dx)

1
p

(∫
b

a
gq (x)dx)

1
q

. (1.23)

Απόδειξη. Αν κάποια από τις f ή g μηδενίζεται σε όλα τα σημεία του [a, b]
τότε προφανώς η αποδεικτέα ισχύει. Αν όχι θα υπάρχει ένα τουλάχιστον x για

το οποίο f(x) ≠ 0 και ένα τουλάχιστον x για το οποίο είναι g(x) ≠ 0 και αφού

οι f και g δεν παίρνουν αρνητικές τιμές οι αριθμοί

P = (∫
b

a
fp (x)dx)

1
p

, Q = (∫
b

a
gq (x)dx)

1
q

,

είναι θετικοί και η αποδεικτέα ισοδυναμεί με την:

∫
b

a

f (x)
P

⋅ g (x)
Q

dx ≤ 1 (∗) .
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Για τυχόν x ∈ [a, b] λόγω της 1.17 ισχύει

f (x)
P

⋅ g (x)
Q

≤
(f(x)P )

p

p
+

(g(x)Q )
q

q
,

οπότε ολοκληρώνοντας έχουμε:

∫
b

a

f (x) g (x)
PQ

dx ≤ ∫
b

a

(f(x)P )
p

p
dx + ∫

b

a

(g(x)Q )
q

q
dx,

ή αλλιώς ότι

∫
b

a

f (x) g (x)
PQ

dx ≤ 1

pP p
∫

b

a
fp (x)dx + 1

qQq
∫

b

a
gq (x)dx.

Αλλά το β΄ μέλος της παραπάνω ανισότητας γράφεται

P p

pP p
+ Qq

qQq
= 1

p
+ 1

q
= 1.

Επομένως η (∗) ισχύει άρα κα η αποδεικτέα. Ο.Ε.Δ.

Σχόλιο 25. Η ανισότητα του Hölder για ολοκληρώματα για p = q = 2 μας δίνει

την ανισότητα Cauchy-Schwarz για ολοκληρώματα:

(∫
b

a
f (x) g (x)dx)

2

⩽ (∫
b

a
f2 (x)dx)(∫

b

a
g2 (x)dx) (1.24)

Φυσικά η ανισότητα αυτή μπορεί να αποδειχθεί και αυτοτελώς με σχολικές

γνώσεις (π.χ. βλ [67]).

Από την ανισότητα του Hölder για ολοκληρώματα μπορούμε να αποδείξουμε

την ανισότητα του Minkowski για ολοκληρώματα.

Πρόταση ♢ 54. (Ανισότητα του Minkowski για ολοκληρώματα) ΄Ε-

στω f , g δύο συνεχείς συναρτήσεις ορισμένες στο [a, b] οι οποίες παίρνουν

μόνο μη αρνητικές τιμές και p > 1. Ισχύει:

(∫
b

a
(f (x) + g (x))p dx)

1
p

≤ (∫
b

a
fp (x)dx)

1
p

+ (∫
b

a
gp (x)dx)

1
p

. (1.25)

Απόδειξη. Η ιδέα της απόδειξης είναι παρόμοια με εκείνη που υπάρχει στο

Παράδειγμα 16. Με q τέτοιο ώστε
1
p +

1
q = 1 είναι:

∫
b

a
(f (x) + g (x))p dx = ∫

b

a
(f (x) + g (x)) (f (x) + g (x))p−1 dx =
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∫
b

a
f (x) (f (x) + g (x))p−1 dx + ∫

b

a
g (x) (f (x) + g (x))p−1 dx ≤

Hölder

(∫
b

a
fp (x)dx)

1
p

(∫
b

a
(f (x) + g (x))q(p−1) dx)

1
q

+

(∫
b

a
gp (x)dx)

1
p

(∫
b

a
(f (x) + g (x))q(p−1) dx)

1
q

=

⎛
⎝
(∫

b

a
fp (x)dx)

1
p

+ (∫
b

a
gp (x)dx)

1
p⎞
⎠
(∫

b

a
(f (x) + g (x))p dx)

1− 1
p

Αν τώρα κάποια από τις f , g ειναι παντού μηδέν η αποδεικτέα αληθεύει. Αν όχι

τότε το ∫ ba (f (x) + g (x))p dx είναι θετικό και από τα παραπάνω έχουμε

∫ ba (f (x) + g (x))p dx

(∫ ba (f (x) + g (x))p dx)
1− 1

p

≤ (∫
b

a
fp (x)dx)

1
p

+ (∫
b

a
gp (x)dx)

1
p

,

δηλαδή την αποδεικτέα. Ο.Ε.Δ.

1.13.6 Η ανισότητα του Cauchy για ολοκληρώματα.

Η ανισότητα της 12 μπορεί να επεκταθεί σε ανισότητα για ολοκληρώματα

με άμεσο τρόπο:

Πρόταση ♢ 55. (Ανισότητα του Cauchy για ολοκληρώματα) ΄Εστω

f συνεχής συνάρτηση ορισμένη στο [a, b] η οποία παίρνει Θετικές τιμές. Ισχύει

:

e
1
b−a ∫

b
a ln f(x)dx ≤ 1

b − a ∫
b

a
f (x)dx (1.26)

Απόδειξη. Για τυχόντα n εφαρμόζουμε την ανισότητα του Cauchy για μη τους

n-αριθμούς

f (a) , f (a + b − a
n

) , ..., f (a + (n − 1) b − a
n

) ,

και έχουμε:

n

√
f (a) f (a + b − a

n
) ⋅ ... ⋅ f (a + (n − 1) b − a

n
) ≤

f (a) + f (a + b−a
n

) + ... + f (a + (n − 1) b−an )
n

,

από την οποία προκύπτει η

(b − a) eln( n
√
f(a)f(a+ b−a

n
)⋅...⋅f(a+(n−1) b−a

n
)) ≤
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b − a
n

(f (a) + f (a + b − a
n

) + ... + f (a + (n − 1) b − a
n

)) ,

και επομένως η

(b − a) e
1
b−a (

b−a
n
(ln f(a)+ln f(a+ b−a

n
)+...+ln f(a+(n−1) b−a

n
))) ≤

b − a
n

(f (a) + f (a + b − a
n

) + ... + f (a + (n − 1) b − a
n

)) .

Παίρνοντας όρια για n→ +∞ έχουμε την αποδεικτέα. Ο.Ε.Δ.

1.13.7 Η γενική μορφή της ανισότητας Karamata

Θα δώσουμε στην συνέχεια μια σημαντική ανισότητα που οφείλεται στον

Σέρβο μαθηματικό Jovan Karamata ([22], [20]).

Πρόταση ♢ 56. * Η γενική ανισότητα του Karamata. ΄Εστω f μια

κυρτή συνάρτηση στο ∆, x1 ≥ x2 ≥ ... ≥ xn και y1 ≥ y2 ≥ ... > yn στοιχεία του

∆. ΄Εστω ακόμη λ1, λ2, ..., λn θετικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε:

λ1x1 ≥ λ1y1

λ1x1 + λ2x2 ≥ λ1y1 + λ2y2

...

λ1x1 + λ2x2 + ... + λn−1xn−1 ≥ λ1y1 + λ2y2 + ... + λn−1yn−1

αλλά:

λ1x1 + λ2x2 + ... + λn−1xn−1 + λnxn = λ1y1 + λ2y2 + ... + λn−1yn−1 + λnyn.

Jovan Karamata

1902–1967

Τότε ισχύει:

λ1f (x1) + λ2f (x2) + ... + λnf (xn) ≥ λ1f (y1) + λ2f (y2) + ... + λnf (yn)

Απόδειξη Ονομάζουμε:

X1 = λ1x1, Y1 = λ1y1

X2 = λ1x1 + λ2x2, Y2 = λ1y1 + λ2y2

...

Xn−1 = λ1x1 + λ2x2 + ... + λn−1xn−1, Yn−1 = λ1y1 + λ2y2 + ... + λn−1yn−1

Xn = λ1x1 + λ2x2 + ... + λnxn, Yn = λ1y1 + λ2y2 + ... + λnyn
Παρατηρούμε ότι για όσα ζεύγη xi, yi είναι xi = yi αυτά δεν επηρεάζουν την

αποδεικτέα και μπορούν να διαγραφούν οι αντίστοιχοι προσθετέοι. ΄Αρα χωρίς
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Σχήμα 1.42. Στην απόδειξη της ανισότητας του Karamata είναι Z1 ≥ Z2 ≥ ... ≥
Zn ως συνέπεια της Πρότασης ♢13 .

βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι xi ≠ yi για όλα τα i.
Μπορούμε λοιπόν να θέσουμε:

f (x1) − f (y1)
x1 − y1

= Z1,
f (x2) − f (y2)

x2 − y2
= Z2, ...,

f (xn) − f (yn)
xn − yn

= Zn

Θα είναι (βλ. και Πρόταση ♢ 13)

Z1 ≥ Z2 ≥ ... ≥ Zn

΄Εχουμε:

(λ1f (x1) + λ2f (x2) + ... + λnf (xn))−(λ1f (y1) + λ2f (y2) + ... + λnf (yn)) =
= λ1 (f (x1) − f (y1)) + λ2 (f (x2) − f (y2)) + ... + λn (f (xn) − f (yn)) =

= λ1Z1 (x1 − y1) + λ2Z2 (x2 − y2) + ... + λnZn (xn − yn) =
= Z1 (λ1x1 − λ1y1) +Z2 (λ2x2 − λ2y2) + ... +Zn (λnxn − λnyn) =

= Z1 (X1 − Y1)+Z2 ((X2 −X1) − (Y2 − Y1))+...+Zn ((Xn −Xn−1) − (Yn − Yn−1)) =
= (Z1 −Z2) (X1 − Y1)+(Z2 −Z3) (X2 − Y2)+...+(Zn−1 −Zn) (Xn−1 − Yn−1) ≥ 0

Σχόλιο 26. Από την απόδειξη της ανισότητας του Karamata φάνηκε ότι έστω

και ένας προσθετέος από τους

(Z1 −Z2) (X1 − Y1) , (Z2 −Z3) (X2 − Y2) , ..., (Zn−1 −Zn) (Xn−1 − Yn−1)
να είναι θετικός η ανισότητα είναι γνήσια.
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1.13.7.1 Παραδείγματα εφαρμογής της ανισότητα του Kara-
mata

Παράδειγμα 18.
14

΄Εστω a, b, c τα μήκη των πλευρών τριγώνου. Να αποδει-

χθεί ότι:

√
a + b − c +

√
b + c − a +

√
c + a − b ≤

√
a +

√
b +

√
c

Αποδειξη. Ας υποθέσουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι a ≥ b ≥ c. Θα

εφαρμόσουμε την ανισότητα του Karamata στην ειδική περίπτωση n = 3 για

λ1 = λ2 = λ3 = 1 στην κοίλη συνάρτηση f (x) = √
x για τους αριθμούς

x1 = a + b − c, x2 = c + a − b, x3 = b + c − a,

y1 = a, y2 = b, y3 = c.

για τους οποίους προφανώς ισχύει

x1 ≥ x2

x1 + x2 ≥ y1 + y2

x1 + x2 + x3 = y1 + y2 + y3.

Λόγω του ότι έχουμε κοίλη συνάρτηση η φορά της ανισότητας θα αντιστραφεί

και έτσι έχουμε την αποδεικτέα.

Παράδειγμα 19.
15

΄Εστω a1, ..., an θετικοί αριθμοί. Να αποδειχθεί ότι

a3
1

a2
+ a

3
2

a3
+ ... + a

3
n−1

an
+ a

3
n

a1
≥ a2

1 + a2
2 + ... + a2

n

Αποδειξη. Αν ονομάσουμε bi = lnai η αποδεικτέα ισοδύναμα γράφεται:

e3b1−b2 + e3b2−b3 + ... + e3bn−1−bn + e3bn−b1 ≥ e2b1 + e2b2 + ... + e2bn−1 + e2bn (∗)

Για την απόδειξη της (∗) θα εφαρμόσουμε την ανισότητα του Karamata στην

κυρτή συνάρτηση f(x) = ex με λi = 1 επιλέγοντας τους xi, yi με τρόπο ώστε:

• ο κάθε xi να είναι κάποιος από τους αριθμούς 3b1−b2, 3b2−b3, ...,3bn−1−
bn, 3bn − b1.

• ο κάθε yi να είναι κάποιος από τους αριθμούς 2b1, 2b2, ...,2bn−1, 2bn.

• x1 ≥ x2 ≥ ... ≥ xn

• y1 ≥ y2 ≥ ... ≥ yn.
14
Θέμα της Asian-Pacific Olympiad, 1996, βλ. και [21]

15
Από το ρωσικό Κβαντ βλ. [21]
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Επειδή όμως δεν γνωρίζουμε την διάταξη των αριθμών 3b1 − b2, 3b2 − b3,
...,3bn−1 − bn, 3bn − b1 χρησιμοποιούμε τον ακόλουθο συμβολισμό:

• συμβολίζουμε τον x1, που θα είναι ο μέγιστος με 3bi1 − bi∗1 όπου με i∗1
δηλώνουμε τον επόμενο φυσικό του του i1 δηλαδή τον i1 + 1 εκτός από

την περίπτωση όπου ο i1 είναι ο n οπότε ο i∗1 δηλώνει τον 1

• όμοια και για τον αμέσως επόμενο αριθμό x2 που θα είναι ο μέγιστος

των υπολοίπων αν αξαιρέσουμε τον x1 γράφουμε x2 = 3bi2 − bi∗2 όπου η

σημασία του i∗2 είναι ανάλογη με του i∗1 κ.ο.κ.

Με αυτό τον συμβολισμό θα έχουμε την διάταξη:

3bi1 − bi∗1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x1

≥ 3bi2 − bi∗2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x2

≥ ... ≥ 3bin−1 − bi∗n−1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xn−1

≥ 3bin − bi∗n
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xn

και με ανάλογο συμβολισμό την διάταξη:

2bj1
±
y1

≥ 2bj2
±
y2

≥ ... ≥ 2bjn−1
²
yn−1

≥ 2bjn
±
yn

.

Τώρα έστω φυσικός m με 1 ≤m ≤ n.

Αν 1 ≤m ≤ n − 1

x1 + ... + xm = (3bi1 − bi∗1) + (3bi2 − bi∗2) + ... (3bim − bi∗m)

ενώ αφού οι προσθετέοι του β΄ μέλους της παραπάνω ισότητας είναι οι

πρώτοι m πιο μεγάλοι προσθετέοι από τους 3bik − bi∗k θα είναι

(3bi1 − bi∗1)+(3bi2 − bi∗2)+... (3bim − bi∗m) ≥ (3bj1 − bj∗1 )+(3bj2 − bj∗2 )+... (3bjm − bj∗m)

Στο β΄ μέλος της παραπάνω ανισότητας αφαιρούνται οι bj∗1 , bj
∗
2
, ..., bj∗m .

Αν αντί αυτών αφαιρεθούν οι bj1 , bj2 , ..., bjm που είναι κατά σειράν οι m
μεγαλύτεροι απο τους bjk θα προκύψει ένας μικρότερος ή ίσος αριθμός

δηλαδή:

(3bj1 − bj∗1 )+(3bj2 − bj∗2 )+... (3bjm − bj∗m) ≥ (3bj1 − bj1)+(3bj2 − bj2)+... (3bjm − bjm) .

Αλλά:

(3bj1 − bj1) + (3bj2 − bj2) + ... (3bjm − bjm) = y1 + y2 + ... + ym.

Συνδυάζοντας τις παραπάνω ανισότητες συνάγουμε ότι:

x1 + ... + xm ≥ y1 + y2 + ... + ym
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Αν m = n ΄Οταν έχουμε n προσθετέους είναι:

x1 + ...+ xn = (3bi1 + 3bi2 + ... + 3bin)− (bi∗1 + bi∗2 + ... + bi∗n) = y1 + ...+ yn

διότι τα αθροίσματα στις δύο παρενθέσεις περιέχουν όλα τα bi.

Επομένως ικανοποιούνται οι υποθέσεις για την εφαρογή της ανισότητας του

Karamata και το αποδεικτέο έπεται.

Παράδειγμα 20. Για τους θετικούς αριθμούς ai, bi με i = 1, ..., n είναι γνωστό

ότι:

a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an,

b1 ≥ b2 ≥ ... ≥ bn,

και

a1 ≥ b1,

a1a2 ≥ b1b2,

...,

a1a2 ⋅ ... ⋅ an−1 ≥ b1b2 ⋅ ... ⋅ bn−1,

a1a2 ⋅ ... ⋅ an−1 ⋅ an ≥ b1b2 ⋅ ... ⋅ bn−1 ⋅ bn.

Να αποδειχθεί ότι

a1 + a2 + ... + an ≥ b1 + b2 + ... + bn.

Αποδειξη. Αν πάρουμε τους λογαρίθμους στις δοθείσες σχέσεις έχουμε ότι

lna1 ≥ ln b1

lna1 + lna2 ≥ ln b1 + ln b2

...

lna1 + lna2 + ... + lnan−1 ≥ ln b1 + ln b2 + ... + ln bn−1.

lna1 + lna2 + ... + lnan−1 + lnan = ln b1 + ln b2 + ... + ln bn−1 + ln bn.

Θεωρούμε τώρα την κυρτή συνάρτηση f(x) = ex και εφαρμόζουμε την ανι-

σότητα του Karamata στους αριθμούς lnai, ln bi με i = 1, ..., n και λi = 1.
Συμπεραίνουμε ότι

f (lna1) + f (lna2) + ... + f (lnan) ≥ f (ln b1) + f (ln b2) + ... + f (ln bn) ,

από την οποία προκύπτει η αποδεικτέα.
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1.13.8 Η ανισότητα Karamata συνεπάγεται την ανισότη-
τα Jensen.

Προηγουμένως είδαμε αυτοτελείς αποδείξεις των ανισοτήτων Jensen και

Karamata. Εδώ θα δούμε πως η ανισότητα Jensen προκύπτει ως εφαρμογή

της ανισότητας Karamata.
Απόδειξη της ανισότητας Jensen από την ανισότητα Karamata. Παρατηρούμε

ότι αν κάποια από τα xi στην ανισότητα του Jensen είναι μεταξύ τους ίσα

τότε μπορούν στο α΄ μέλος να γραφούν σαν ένα με συντελεστή το άθροισμα

των αντιστοίχων λi και το αυτό να γίνει και για τα f(xi) στο δεύτερο μέλος.

Αναγόμαστε έτσι σε μία ανισότητα με λιγότερα αλλά άνισα xi. Αρκεί λοιπόν να

αποδείξουμε την ανισότητα Jensen με τα xi να είναι ανά δύο διάφορα ας πούμε

x1 > x2 > ... > xn.

Κρατάμε τα xi ως έχουν και θεωρούμε τα yi να είναι όλα ίσα με το λ1x1 + ... +
λnxn δηλαδή:

y1 = y2 = ... = yn = λ1x1 + ... + λnxn
Θα επαληθεύσουμε πρώτα ότι τα xi, yi, λi ικανοποιούν τις άλλες προϋποθέσεις

που οδηγούν στην ανισότητα του Karamata δηλαδή τις:

λ1x1 ≥ λ1y1

λ1x1 + λ2x2 ≥ λ1y1 + λ2y2

...

λ1x1 + ... + λn−1xn−1 ≥ λ1y1 + ... + λn−1yn−1

λ1x1 + ... + λnxn = λ1y1 + ... + λnyn
Γενικά θα δείξουμε ότι για k = 1, ...n ισχύει

λ1x1 + ... + λκxκ ≥ λ1y1 + ... + λκyκ (∗)

και ότι ειδικά για k = n η (∗) ισχύει σαν ισότητα. Πράγματι η (∗) ισοδυναμεί

με τις:

λ1x1 + ... + λκxκ ≥ λ1 (λ1x1 + ... + λnxn) + ... + λκ (λ1x1 + ... + λnxn)

λ1x1 + ... + λκxκ ≥ (λ1 + ... + λκ) (λ1x1 + ... + λnxn)
λ1x1 + ... + λκxκ
λ1 + ... + λκ

≥ λ1x1 + ... + λnxn (∗∗)

Η (∗∗), προφανώς, για k = n ισχύει σαν ισότητα. Η ισχύς της για τις άλλες

ενδιάμεσες τιμές του k προκύπτει από τον παρακάτω ισχυρισμό:

Ισχυρισμός Για 1 ≤ k ≤ n − 1 και λ1, ..., λk θετικά ισχύει:

λ1x1 + ... + λkxk
λ1 + ... + λk

≥ λ1x1 + ... + λkxk + λk+1xk+1

λ1 + ... + λk + λk+1
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Διότι ως συνέπεια του ισχυρισμού έχουμε ότι

λ1x1 + ... + λkxk
λ1 + ... + λk

≥ λ1x1 + ... + λkxk + λk+1xk+1

λ1 + ... + λk + λk+1
≥

λ1x1 + ... + λkxk + λk+1xk+1 + λk+2xk+2

λ1 + ... + λk + λk+1 + λk+2
≥ ... ≥ λ1x1 + ... + λnxn

λ1 + ... + λn
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

1

από την οποία συνάγεται η (∗∗).
Απόδειξη ισχυρισμού. Συμβολίζουμε με

X = λ1x1 + ... + λkxk, Λ = λ1 + ... + λk

οπότε πρέπει να αποδείξουμε ότι

X

Λ
≥ X + λk+1xk+1

Λ + λk+1

που ισοδυναμεί με την
X
Λ ≥ xk+1. Η τελευταία ισχύει διότι ο

X
Λ είναι ο σταθμικός

μέσος των x1, ..xk με βάρη τα λ1, ..., λk και ο οποίος είναι μεγαλύτερος ή όσος

από των ελάχιστο των x1, ..xk που είναι ο xk συνεπώς είναι και μεγαλύτερος ή

ίσος του xk+1

Η ολοκλήρωση της απόδειξης είναι πιο εύκολη από τον έλεγχο των υπο-

θέσεων: Από την ανισότητα του Karamata έχουμε ότι

λ1f (x1) + ... + λnf (xn) ≥ λ1f (y1) + ... + λnf (yn)

και αφού

f (y1) = ... = f (yn) = f (λ1x1 + ... + λnxn)
είναι

λ1f (x1)+...+λnf (xn) ≥ (λ1 + ... + λn) f (λ1x1 + ... + λnxn) = f (λ1x1 + ... + λnxn) .

Ο.Ε.Δ.

1.13.9 Η ανισότητα Jensen για ολοκληρώματα.

Η ανισότητα του Jensen μπορεί να επεκταθεί και σε ολοκληρώματα. ΄Εστω

f κυρτή στο R και g συνεχής στο [α,β]. Για να βρούμε το ∫ βα g (x)dx αρκεί

να πάρουμε τα αθροίσματα

n

∑
k=1

1

n
g (α + kβ − α

n
) ,

να βρούμε το όριο τους για n→ +∞ και να πολλαπλασιάσουμε επί β −α. Αλλά

από την ανισότητα του Jensen έχουμε

f (
n

∑
k=1

1

n
g (α + kβ − α

n
)) ≤

n

∑
k=1

1

n
f (g (α + kβ − α

n
)) =
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= 1

β − α
n

∑
k=1

β − α
n

f (g (α + kβ − α
n

))

Αφού η f είναι συνεχής το όριο για n → +∞ του αριστερού μέλους είναι

f ( 1
β−α ∫

β
α g (x)dx). Το όριο του δεξιού μέλους είναι

1
β−α ∫

β
α f (g (x))dx. Η

ανισότητα που προκύπτει συνοψίζεται στην παρακάτω πρόταση που συνοδεύεται

με άλλη μία απόδειξη:

Πρόταση ♢ 57. Η ανισότητα του Jensen για ολοκληρώματα. Αν g
συνεχής στο [α,β] και f κυρτή στο R τότε

f ( 1

β − α ∫
β

α
g (x)dx) ≤ 1

β − α ∫
β

α
f (g (x))dx

Απόδειξη. Αφού η f είναι κυρτή για t0 σταθερό και κάθε t ισχύει

f (t) ≥ f ′ (t0) (t − t0) + f (t0)

Επιλέγουμε:

t0 =
1

β − α ∫
β

α
g (x)dx, t = g (x)

΄Αρα

f (g (x)) ≥ f ′ ( 1

β − α ∫
β

α
g (x)dx)(g (x) − 1

β − α ∫
β

α
g (x)dx)+f ( 1

β − α ∫
β

α
g (x)dx)

Ολοκληρώνοντας στο [α,β] βρίσκουμε:

∫
β

α
f (g (x))dx ≥

0

f

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
′ ( 1

β − α ∫
β

α
g (x)dx)(∫

β

α
g (x)dx − ( 1

β − α ∫
β

α
g (x)dx) (β − α))+

+f ( 1

β − α ∫
β

α
g (x)dx) (β − α)

από την οποία έχουμε την αποδεικτέα. Ο.Ε.Δ.

1.13.10 Η ανισότητα Hermite-Hadamard

΄Εστω μια κυρτή συνάρτηση ορισμένη στο [α,β] που παίρνει μη αρνητικές

τιμές (σχήμα 1.43).

Η εφαπτομένη της Cf στο σημείο της (α+β2 , f (α+β2 )) ορίζει με τον x′x και

τις ευθείες x = α, x = β ένα τραπέζιο εμβαδού E1 το οποίο είναι μικρότερο από

το εμβαδό E2 του χωρίου που περικλείεται από την Cf , τον x′x και τις ευθείες

x = α, x = β. Αυτό με την σειρά του είναι μικρότερο από το εμβαδόν E3 του

τραπεζίου που έχει κορυφές τα σημεία (α,0), (β,0), (β, f (β)), (a, f (α)).
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Σχήμα 1.43. Η ανισότητα Hermite-Hadamard.

Στην σχέση

E1 < E2 < E3

αντικαθιστούμε τις τιμές των εμβαδών και βρίσκουμε:

f (α + β
2

) (β − α) < ∫
β

α
f (x)dx < f (α) + f (β)

2
(β − α)

Για να δουλέψουμε με εμβαδά υποθέσαμε ότι η f δεν παίρνει αρνητικές τιμές.

Αν αυτή η προϋπόθεση δεν ισχύει μπορούμε να θεωρήσουμε την ελάχιστη τιμή

της συνεχούς f στο [α,β] έστω m και να προσθέσουμε στην f την απόλυτη

τιμή της. Θα έχουμε την συνάρτηση g(x) = f(x) + ∣m∣ που είναι μη αρνητι-

κή και φυσικά κυρτή. Μπορούμε σε αυτή να επαναλάβουμε την προηγούμενη

διαδικασία και θα βρούμε:

g (α + β
2

) (β − α) < ∫
β

α
g (x)dx < g (α) + g (β)

2
(β − α)

που μας δίνει την

(f (α + β
2

) + ∣m∣) (β − α) <
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∫
β

α
(f (x) + ∣m∣)dx < f (α) + ∣m∣ + g (β) + ∣m∣

2
(β − α) .

Σε αυτήν το ∣m∣ διαγράφεται από όλα τα μέλη και έχουμε την προηγούμενη

ανισότητα. Αποδείξαμε την ανισότητα Hermite-Hadamard της οποίας παρα-

κάτω δίνουμε άλλη μία απόδειξη:

Πρόταση ♢ 58. Η ανισότητα Hermite-Hadamard . Αν η f είναι κυρτή

στο [α,β] τότε ισχύει:

f (α + β
2

) (β − α) < ∫
β

α
f (x)dx < f (α) + f (β)

2
(β − α)

Απόδειξη Θεωρούμε οποιοδήποτε εσωτερικό σημείο x0 του [α,β] και έχουμε

την ανισότητα

f ′ (x0) (x − x0) + f (x0) ≤ f (x) ≤ f (β) − f (α)
β − α (x − α) + f (α) .

Επειδή στο πρώτο «≤» το «ίσον» ισχύει μόνο όταν x = x0 και στο δεύτερο μόνο

όταν x = α ή x = β ολοκληρώνοντας θα έχουμε γνήσιες ανισότητες. Βρίσκουμε:

f ′ (x0) [
(x − x0)2

2
]
β

α

+ f (x0) (β − α) < ∫
β

α
f (x)dx <

f (β) − f (α)
β − α [(x − α)

2

2
]
β

α

+ f (α) (β − α) ,

ή

1

2
f ′ (x0) (β − α) (

α + β
2

− x0)+f (x0) (β − α) < ∫
β

α
f (x)dx < f (α) + f (β)

2
(β − α) .

Θέτοντας όπου x0 = α+β
2 έχουμε το αποδεικτέο. Ο.Ε.Δ.

Charles Hermite
1822-1901

Jacques Salomon Hadamard
1865-1963

Σχόλιο 27. Ας μεταγράψουμε το πρώτο σκελος της ανισότηταςHermite-Hadamard
ως:

f (α + β
2

) (β − α) < ∫
β

α
f (t)dt,

οπότε θέτοντας x = α+β
2 και h = β−α

2 είναι α = x − h, β = x + h και έχουμε την

ανισότητα f (x)2h < ∫ x+hx−h f (t)dt από την οποία έχουμε ότι

f (x) < 1

2h
∫

x+h

x−h
f (t)dt.

Την ανισότητα αυτή την συναντήσαμε στην Πρόταση ♢ 52 η οποία μας πα-

ρέχει μια άλλη απόδειξη της ανισότητας Hermite-Hadamard. Η ίδια πρόταση

μας επιτρέπει να συμπεράνουμε ότι αν έχουμε μια συνάρτηση συνεχή σε ένα δι-

άστημα ∆, παραγωγίσιμη στα εσωτερικά σημεία του και για την οποία για κάθε

α < β από το ∆ ισχύει το πρώτο σκέλος της ανισότητας Hermite-Hadamard
στο [α,β] τότε η συνάρτηση είναι κυρτή στο ∆.
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Σχόλιο 28. Το Σχόλιο 27 υποβάλλει το ακόλουθο εύλογο ερώτημα. Αν έχουμε

μια συνάρτηση f συνεχή σε ένα διάστημα ∆, παραγωγίσιμη στα εσωτερικά

σημεία του και για την οποία για κάθε α < β από το ∆ ισχύει το δεύτερο σκέλος

της ανισότητας Hermite-Hadamard στο [α,β] είναι άραγε η συνάρτηση κυρτή

στο ∆; Η απάντηση είναι και πάλι καταφατική. ΄Εστω μια οποιαδήποτε χορδή

με άκρα α < β και εξίσωση y = px + q. Αν υποτεθεί ότι όλα τα σημεία της Cf
με τετμημένη στο διάστημα (α,β) είναι πάνω από την χορδή δηλαδή για κάθε

x ∈ (α,β) ισχύει f (x) > px + q τότε

∫
β

α
f (x)dx > ∫

β

α
(px + q)dx = 1

2
(β − α) (pα + 2q + pβ) .

Αλλά

pα + 2q + pβ = (pα + q) + (pβ + q) = f (α) + f (β) ,
επομένως

∫
β

α
f (x)dx > (β − α) f (α) + f (β)

2
,

που μας οδηγεί σε άτοπο. ΄Αρα θα υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο της Cf με

τετμημένη στο διάστημα (α,β) είναι πάνω από την χορδή. Σύμφωνα με την

Πρόταση ♢ 19 η f είναι κυρτή.

1.14 Οι κυρτές συναρτήσεις σε θέματα εξετάσε-

ων.

Στην ενότητα αυτή παραθέτουμε μέρη από θέματα διαφόρων εξετάσεων που

σχετίζονταν με την κυρτότητα. Στα περισσότερα έχει γίνει για λόγους συν-

τομίας αλλαγή στην διατύπωση. Για το θέμα του 2003 γίνεται ειδική αναφορά

στην ενότητα 2.4.

Θέμα 1. Από τις εξετάσεις του 1985, Δέσμη Ι. Δόθηκε η συνάρτηση

f (x) = x2 (x − 3) + 4,

ορισμένη στο R και ζητήθηκε να αποδειχθεί ότι τα δύο σημεία της Cf που

αντιστοιχούν στα ακρότατα της f και το σημείο καμπής της είναι συνευθειακά.

Σχόλιο 29. Το Θέμα 1 αναφέρεται σε ειδική περίπτωση της Πρότασης ♢ 45.

Θέμα 2. Από τις εξετάσεις του 1985, Δέσμη IV. Δόθηκε η συνάρτηση

f (x) = x3 − 6x2 + 9x + 1,

ορισμένη στο R και ζητήθηκε να βρεθούν τα διαστήματα στα οποία η γραφική

παράσταση της f στρέφει

α) τα κοίλα άνω

β) τα κοίλα κάτω και ακόμα να βρεθούν τα ενδεχόμενα σημεία καμπής.
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Θέμα 3. Από τις εξετάσεις του 1986, Δέσμη Ι. Δόθηκε η συνάρτηση

f (x) = (a − 2

3
)x3 − (a + 1

2
)x2 − 10x + 7

ορισμένη στο R και ζητήθηκε, μεταξύ άλλων, να βρεθεί το a ώστε να παρουσι-

άζει καμπή στο
3
2 .

Θέμα 4. Από τις εξετάσεις του 1990, Δέσμη IV. ΄Εστω α πραγματικός αριθμός

και f η συνάρτηση με

f (x) = x
4

3
+ 2αx3

3
+ (α2 − 2α + 5

2
)x2 + (α2 + 7)x − 5α2.

Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f δεν έχει σημεία καμπής.

Θέμα 5. Από τις εξετάσεις του 1992, Δέσμη Ι. Για μία συνάρτηση f ορισμενη

στο διάστημα ∆ που παίρνει μόνο θετικές τιμές και είναι δύο φορές παραγω-

γίσιμη ζητήθηκε να αποδειχθεί ότι η g (x) = ln f (x), x ∈ ∆ στρέφει τα κοίλα

άνω στο ∆ αν και μόνο αν για όλα τα x ∈ ∆ ισχύει

f (x) f ′′ (x) ≥ (f ′ (x))2
.

Στη συνέχεια τέθηκε το ερώτημα:

Να βρεθεί το μέγιστο διάστημα στο οποίο η συνάρτηση g με g(x) = ln(x2 + 2)
στρέφει τα κοίλα άνω.

Σχόλιο 30. Στο Θέμα 5 δίνεται μια συνθήκη ώστε η f να είναι λογαριθμικά

κοίλη που είναι η δυϊκή έννοια της λογαριθμικά κυρτής (υπερ-κυρτής) συνάρ-

τησης.

Θέμα 6. Από τις εξετάσεις του 1992, Δέσμη I. Δόθηκε η συνάρτηση f με

f (x) = αx − x x ∈ R και 0 < α < 1

και μεταξύ άλλων ζητήθηκε να μελετηθεί ως προς τη τα κοίλα.

Θέμα 7. Από τις εξετάσεις του 1993, Δέσμη IV. Ζητήθηκαν τα σημεία καμπής

της

f (x) = x−νx, x ∈ R, ν ∈ N∗.

Θέμα 8. Από τις εξετάσεις του 1994, Δέσμη IV.Δίνεται ο θετικός πραγματικός

αριθμός α και η συνάρτηση

f (x) = αx2 − 2x lnx

με x ∈ (0,+∞) . Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη.
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Θέμα 9. Από τις εξετάσεις του 1995, Δέσμη I. Δόθηκε η συνάρτηση

f (x) = (x − κ)5 (x − λ)3 ,

με κ < λ. Ζητήθηκε να αποδειχθεί ότι η g (x) = ln ∣f (x)∣ είναι κοίλη στο

διάστημα (κ,λ).

Σχόλιο 31. Και το Θέμα 9 στηρίζεται στην έννοια της λογαριθμικά κοίλης

συνάρτησης.

Θέμα 10. Από τις εξετάσεις του 1995, Δέσμη IV. Δίνεται η συνάρτηση f , δύο
φορές παραγωγίσιμη στο R για την οποία ισχύει f ′ (x) ≠ 0 για κάθε x ∈ R και

η συνάρτηση g τέτοια ώστε

g (x) f ′ (x) = 2f (x)

για κάθε x ∈ R. Να αποδείξετε ότι, αν η γραφική παράσταση της f έχει σημείο

καμπής το A (x0, f (x0)), τότε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της g
στο σημείο B (x0, g (x0)) είναι παράλληλη στην ευθεία y − 2x + 5 = 0.

Θέμα 11. Από τις εξετάσεις του 1996, Δέσμη IV. Δίνεται η συνάρτηση g
συνεχής στο R και

f (x) = ∫
x

0
(x − t) g (t) .dt

Να αποδείξετε ότι η f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη και να μελετήσετε την f
ως προς τα κοίλα όταν g(x) ≠ 0 για κάθε x ∈ R.

Θέμα 12. Από τις εξετάσεις του 1997, Δέσμη I. Για μία συνάρτηση g ορισμένη

στο R, που παίρνει θετικές τιμές, είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ικανοποιεί

την σχέση

g′′ (x) g (x) − (g′ (x))2 > 0 για κάθε x ∈ R

ζητήθηκε να αποδειχθεί ότι

1. Η συνάρτηση
g′
g είναι γνησίως αύξουσα.

2. g (x12 + x2
2
) ≤

√
g (x1) g (x2) για κάθε x1, x2 ∈ R

Σχόλιο 32. Ουσιαστικά η υπόθεση στην g στο Θέμα 12 είναι ότι πρόκειται για

υπερ-κυρτή συνάρτηση. Το δε ερώτημα 2. είναι η Jensen για την ln g με λ = 1
2 .

Θέμα 13. Από τις εξετάσεις του 1999, Δέσμη Ι. Για συνάρτηση f ∶ R→ R:

• που είναι δυο φορές παραγωγίσιμη

• η οποία σε σημείο x0 ∈ R παρουσιάζει τοπικό ακρότατο το 0 και
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• και ικανοποιεί τη σχέση

f ′′ (x) > 4 (f ′ (x) − f (x))

για κάθε x ∈ R

ζητήθηκε να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

g (x) = f (x) e−2x,

είναι κυρτή R.

Θέμα 14. Από τις εξετάσεις του 2004. Δόθηκε η συνάρτηση f με τύπο

f (x) = x2 lnx,

και ζητήθηκε, μεταξύ άλλων να μελετηθεί ως προς την κυρτότητα και να βρε-

θούν τα σημεία καμπής.

Θέμα 15. Από τις εξετάσεις του 2007. Δίνεται η συνάρτηση:

f (x) = x3 − 3x − 2ημ2θ

όπου θ ∈ R μια σταθερά με θ ≠ κπ+ π2 , κ ∈ R. Να αποδειχθεί ότι η f παρουσιάζει

ένα τοπικό μέγιστο, ένα τοπικό ελάχιστο και ένα σημείο καμπής.

Αν x1, x2 είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και x3 η θέση του σημείου

καμπής της f , να αποδειχθεί ότι τα σημεία A(x1, f((x1)), B(x2, f((x2)) και

Γ(x3, f((x3)) βρίσκονται στην ευθεία y = −2x − 2ημ2θ.

Σχόλιο 33. Και στο Θέμα 15 έχουμε ειδική περίπτωση της Πρότασης ♢ 45.

Θέμα 16. Από τις εξετάσεις του 2009. Για την συνάρτηση

f (x) = αx − ln (x + 1) , x > −1

όπου α > 0 και α ≠ 1 δόθηκε ότι ισχύει f(x) ≥ 1 για όλα τα x ≥ −1 και ζητήθηκε

αφού δειχθεί ότι α = e να αποδειχθεί ότι είναι κυρτή.

Θέμα 17. Από τις εξετάσεις ΑΣΕΠ του 2009. Δόθηκε η συνάρτηση

f (x) = (x + 1

x
)
α

,

0 < x < 1 και α > 1, και αφού ζητήθηκε να αποδειχθεί ότι είναι κυρτή ζητήθηκε

να αποδειχθούν οι ανισότητες:

1. Για όλα τα x, y ∈ (0,1) και α > 1:

f (x + y
2

) ≤ f (x) + f (y)
2
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2. Για x > 0, y > 0, α > 1 και x + y = 1:

(x + 1

x
)
α

+ (y + 1

y
)
α

≥ 5α

2α−1

Σχόλιο 34. Τα ερωτήματα 1. 2. στο Θέμα 17 στηρίζονται στην ανισότητα του

Jensen. Το 2. προκύπτει από το 1. αφού το α΄ μέλος της ανισότητας του 2.

είναι το 2
f(x)+f(y)

2 .

Θέμα 18. Από τις εξετάσεις του 2010 Δόθηκε η συνάρτηση

f(x) = 2x + ln(x2 + 1) x ∈ R.

Μεταξύ άλλων ζητήθηκε να αποδειχθεί ότι η f έχει δύο σημεία καμπής και

ότι οι εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της f στα σημεία καμπής της

τέμνονται σε σημείο του άξονα y′y.

Θέμα 19. Από τις εξετάσεις του 2011. Ζητήθηκε να δειχθεί ότι η συνάρτηση

f(x) = ln (ex − x) ,

x ∈ R έχει ακριβώς δύο σημεία καμπής.

Θέμα 20. Από τις επαναληπτικές εξετάσεις του 2011. Δόθηκε συνάρτηση f
ορισμένη στο R, τρεις φορές παραγωγίσιμη με

• lim
x→0

f (x)
x

= 1 + f (0),

• f ′ (0) < f (1) − f (0) και

• f ′′ (x) ≠ 0 για κάθε x ∈ R

και ζητήθηκε, μεταξύ άλλων, να αποδειχθεί ότι η f είναι κυρτή στο R.

Θέμα 21. Από τις εξετάσεις του 2012. Με

f (x) = e−x (lnx − x) x > 0,

τέθηκε το ακόλουθο ερώτημα:

Με τη βοήθεια της ανισότητας lnx ≤ x − 1, που ισχύει για κάθε x > 0, να
αποδείξετε ότι η συνάρτηση

F (x) = ∫
x

α
f (t)dt, x > 0,

όπου α > 0, είναι κυρτή. Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι:

F (x) + F (3x) > 2F (2x) ,

για κάθε x > 0.
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Σχόλιο 35. Το τελευταίο ερώτημα στο Θέμα 21 είναι εφαρμογή της ανισότητας

Jensen.

Θέμα 22. Από τις επαναληπτικές εξετάσεις του 2012. Για την συνάρτηση

f (x) = {
ex−1
x , x ≠ 0
1 , x = 0

δόθηκε, χωρίς να ζητηθεί απόδειξη ότι είναι κυρτή και ζητήθηκε

• η εφαπτομένη της Cf στο A(0, f(0)) και

• να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 2f(x) = x + 2 έχει ακριβώς μία λύση.

Σχόλιο 36. Το αναπόδεικτο στοιχείο του Θέματος 22 που αναφέρετα στην

κυρτότητα της f επαληθεύεται ως εξής:

Διαπιστώνεται εύκολα ότι για x ≠ 0 είναι

f ′ (x) = e
xx − ex + 1

x2
,

και ότι για x = 0 είναι

f ′ (0) = lim
x→0

f (x) − f (0)
x − 0

= lim
x→0

ex − x − 1

x2
=
0
0

lim
x→0

ex − 1

2x
= 1

2
.

Επομένως

f ′ (x) = {
exx−ex+1

x2
, x ≠ 0

1
2 , x = 0

Επίσης εύκολα διαπιστώνεται ότι για x ≠ 0 είναι

f ′′ (x) = e
xx2 − 2exx + 2ex − 2

x3
,

ενώ στο 0 έχουμε

f ′′ (0) = lim
x→0

f ′ (x) − f ′ (0)
x − 0

= lim
x→0

exx−ex+1
x2

− 1
2

x
= lim
x→0

2exx − 2ex + 2 − x2

2x3
= 1

3
.

Επομένως:

f ′′ (x) = {
exx2−2exx+2ex−2

x3
, x ≠ 0

1
3 , x = 0

Με h (x) = exx2 − 2exx + 2ex − 2 είναι h′ (x) = exx2
, άρα h !. Αφού h (0) = 0

η h είναι θετική στα θετικά x και αρνητική στα αρνητικά. ΄Αρα η f ′′(x) είναι

θετική σε κάθε x και επομένως η fείναι κυρτή.
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Θέμα 23. Από τις επαναληπτικές εξετάσεις του 2012. Με

f (x) = ln( 2x

x2 + 1
) , F (x) = ∫

x

1
f (t)dt x > 0

ζητήθηκε να αποδειχθεί ότι η F έχει ένα μοναδικό σημείο καμπής και το οποίο

να βρεθεί.

Θέμα 24. Από τις εξετάσεις του 2013. Δόθηκε μία μια παραγωγίσιμη συνάρ-

τηση f ∶ (0,+∞)→ R με τις ιδιότητες:

• Η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞)

• f(1) = 1

• lim
h→0

f(1+5h)−f(1−h)
h = 0

Ζητήθηκε, μεταξύ άλλων, να αποδειχθεί ότι

• f ′(1) = 0, καθώς επίσης ότι η f παρουσιάζει ελάχιστο στο x0 = 1.

• η g είναι κυρτή

Θέμα 25. Από τις επαναληπτικές εξετάσεις του 2013. Δόθηκε μια συνάρτηση

f ∶ [0,+∞) → R δύο φορές παραγωγίσιμη η οποία μηδενίζονταν στο μηδέν

και f (x) f ′ (x) ≠ 0 στα θετικά x. Οι υποθέσεις του θέματος οδηγούσαν στα

ακόλουθα συμπεράσματα που υπήρχαν σε ερωτήματα:

• f(x) > 0, f ′(x) > 0 για κάθε x > 0 και f ′(0) = 1.

• f (x) f ′′ (x) + 1 = (f ′ (x))2
, x > 0

Για την συνάρτηση

g (x) = f
′ (x)
f (x) , x > 0,

δόθηκε η επιπλέον υπόθεση ότι είναι κυρτή και ζητήθηκε να αποδειχθεί ότι

• g (x) ≥ 0 για κάθε x > 0

• ∫ 1
0 (2 − x) f (x)dx < 1.

Σχόλιο 37. Το ότι η f είναι κυρτή που δόθηκε σαν επιπλέον δεδομένο στο

Θέμα 25 μπορεί εύκολα να προκύψει από τα υπόλοιπα ερωτήματα. Η f είναι

στο (0,+∞) θετική με θετική παράγωγο άρα γνησίως αύξουσα. Επομένως

f2 !, 1
f2
#, − 1

f2
!. ΄Εχουμε

g′ (x) = f
′′ (x) f (x) − (f ′ (x))2

(f (x))2
= (f ′ (x))2 − 1 − (f ′ (x))2

(f (x))2
= − 1

(f (x))2
.
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Επομένως η g′ είναι γνησίως αύξουσα και η g κυρτή.

Θέμα 26. Από τις εξετάσεις του 2014. Δόθηκε η συνάρτηση:

f (x) = {
ex−1
x αν x ≠ 0
1 αν x = 0

Ζητήθηκε να αποδειχθεί ότι η f είναι συνεχής στο σημείο x0 = 0 και γνησίως

αύξουσα. Στη συνέχεια, για τα υπόλοιπα ερωτήματα, δόθηκε ως υπόθεση χωρίς

να ζητηθεί απόδειξη ότι η f είναι κυρτή.

Σχόλιο 38. Για την αναπόδεικτη υπόθεση βλ. Σχόλιο 36

Θέμα 27. Από τις επαναληπτικές εξετάσεις του 2014. Σε ένα υποερώτημα θέμα-

τος ζητήθηκε να μελετηθεί ως προς την κυρτότητα η συνάρτηση ex (x2 − 2x + 3),
x ∈ R.

Θέμα 28. Από τις εξετάσεις του 2015. Για την συνάρτηση

f (x) = ln (x +
√
x2 + 1) , x ∈ R

τέθηκε το ερώτημα:

Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση f είναι κυρτή ή κοίλη και

να προσδιορίσετε το σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της f .

Θέμα 29. Από τις εξετάσεις του 2016. Ζητήθηκε να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

f (x) = ex2 − x2 − 1

είναι κυρτή.

Θέμα 30. Από τις εξετάσεις του 2017. Για την συνάρτηση

ϕ (x) = ex

ex + 1
, x ∈ R,

τέθηκε το ερώτημα:

Να να μελετήσετε τη συνάρτηση ϕ ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα ,

την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

Θέμα 31. Από τις επαναληπτικές εξετάσεις του 2017. Για μια συνάρτηση f
ορισμένη και παραγωγίσιμη στο διάστημα [0,3] δόθηκε η γραφική παράσταση

της f ′
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και ένα από τα ερωτήματα ήταν να προσδιοριστούν τα διαστήματα τα οποία η f
είναι κυρτή.

Θέμα 32. Από τις εξετάσεις του 2018. Για την συνάρτηση

f (x) = x − 4

x2
, x ∈ R − {0} ,

τέθηκε το ερώτημα:

Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμ-

πής.

Θέμα 33. Από τις εξετάσεις του 2018. Δίνεται η συνάρτηση

f (x) = 2ex−α − x2 x ∈ R

με α > 1.

Να αποδείξετε ότι για κάθε τιμή του α > 1 η γραφική παράσταση της συ-

νάρτησης f έχει ακριβώς ένα σημείο καμπής .

Θέμα 34. Από τις εξετάσεις του 2021. Ζητήθηκε να μελετηθεί ως προς την

κυρτότητα η συνάρτηση

f (x) = xe1−x x ∈ R.

Θέμα 35. Από τις εξετάσεις του 2022. Για την συνάρτηση

f(x) = x − ln 3x,
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ζητήθηκε να αποδειχθεί ότι είναι κυρτή. Αφού σε κάποιο ερώτημα ζητήθηκε

να αποδειχθεί ότι έχει ακριβώς δύο ριζες x1 < 1 < x2 ζητήθηκε κατόπιν να

εξεταστεί αν η εξίσωση

2f(x) + ln 3 = 1 + f ′(x2)(x − x2),

έχει λύση.

Σχόλιο 39. Στο Θέμα 35 η απάντηση είναι αρνηστική. ΄Ενας τρόπος για να

τεκμηριωθεί η αρνητική απάντηση είναι να αξιοποιηθεί η κυρτότητα της f και

οι ανισότητες:

lnu ≤ u − 1 και f(x) ≥ f ′(x2)(x − x2) + f(x2).
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Κυρτές συναρτήσεις. Μερικές επεκτάσεις

2.1 Ο γενικός ορισμός της κυρτότητας.

΄Οπως είδαμε ο ορισμός της κυρτότητας του Αρχιμήδη είναι ισοδύναμος με

την ανισότητα του Jensen. Πολλοί συγγραφείς χρησιμοποιούν αυτή την ανι-

σότητα για να ορίσουν την κυρτή συνάρτηση
1
. Ο ορισμός αυτός έχει πολλά

πλεονεκτήματα. Είναι αυτοτελής και δεν χρησιμοποιεί άλλες αναλυτικές έν-

νοιες, επιδέχεται άμεση γεωμετρική ερμηνεία, είναι γενικότερος, και μπορεί να

επεκταθεί και σε πραγματικές συναρτήσεις περισσοτέρων της μίας μεταβλητής
2
.

΄Ετσι ορίζεται:

Μια συνάρτηση f είναι κυρτή σε ένα διάστημα ∆ αν για κάθε x1, x2 από

το ∆ και για κάθε λ ∈ [0,1] ισχύει

f ((1 − λ)x1 + λx2) ≤ λf (x1) + (1 − λ) f (x2)

Ας σημειωθεί ότι στην παραπάνω ανισότητα αν πάρουμε x1 = x2 ή λ = 0
ή λ = 1 έχουμε ισότητα. Αν θέλουμε αυτές να είναι οι μόνες περιπτώσεις που

έχουμε ισότητα ορίζουμε:

Μια συνάρτηση f είναι αυστηρώς κυρτή σε ένα διάστημα ∆ αν για κάθε

x1, x2 από το ∆ με x1 ≠ x2 και για κάθε λ ∈ (0,1) ισχύει

f ((1 − λ)x1 + λx2) < λf (x1) + (1 − λ) f (x2)

Για να μην υπάρχει σύγχυση με τον σχολικό ορισμό της κυρτής συνάρτησης

θα χρησιμοποιούμε, για τις ανάγκες του παρόντος, την κάπως άβολη διατύπω-

ση κυρτή υπό ευρεία έννοια ή αυστηρώς κυρτή υπό ευρεία έννοια στη θέση

αντιστοίχως του κυρτή και αυστηρώς κυρτή. Είναι προφανές ότι κάθε συ-

νάρτηση που είναι αυστηρώς κυρτή υπό ευρεία έννοια θα είναι και κυρτή υπό

ευρεία έννοια. Στις κυρτές υπό ευρεία έννοια συναρτήσεις απαιτούμε τα εσωτε-

ρικά σημεία κάθε χορδής της γραφικής παράστασης να μην είναι κάτω από τα

1
Ενδεικτικά βλ. [61] κεφ. 19, [43] σελ. 183, [38] σελ. 62, [24] σελ. 60, [6] σελ. 22, [46]

7.10.
2
Βλ. [37] κεφ. 4.
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αντίστοιχα σημεία της γραφικής παράστασης ενώ στις αυστηρώς κυρτές υπό

ευρεία εννοια απαιτούμε κάτι περισσότερο: Τα εσωτερικά σημεία της χορδής να

είναι πάνω από τα αντίστοιχα σημεία της γραφικής παράστασης. Το αντίστροφο

δεν ισχύει και η f(x) = ax + b αποτελεί ένα απλό αντιπαράδειγμα. ΄Ενα άλλο

πιο σύνθετο αποτελεί η συνάρτηση h (αλλά και η δεύτερη παράγωγος της h′′

), του Παραδείγματος 1. Για παραγωγίσιμες συναρτήσεις έχουμε μια άμεση

αντιστοίχιση των δύο αυτών εννοιών με τη μονοτονία της παραγώγου:

• Μία παραγωγίσιμη συνάρτηση σε ένα διάστημα ∆ είναι κυρτή υπό ευρεία

έννοια αν και μόνο αν η παράγωγος της είναι αύξουσα.

• Μία παραγωγίσιμη συνάρτηση σε ένα διάστημα ∆ είναι αυστηρώς κυρτή

υπό ευρεία έννοια αν και μόνο αν η παράγωγος της είναι γνησίως αύξουσα.

Ο Αρχιμήδης χρησιμοποίησε ουσιαστικά τον παραπάνω γενικό ορισμό της κυρ-

τότητας για τη μέτρηση κύκλου μέσω προσεγγίσεων με πολύγωνα που φυσικά

αντιστοιχούν σε μη παραγωγίσιμες συναρτήσεις. Μια συνάρτηση κυρτή υπό

ευρεία έννοια μπορεί να είναι αλλά και μπορεί να μην είναι παραγωγίσιμη. Λ.χ.

οι συναρτήσεις h, h′′ του παραδείγματος 1. Ωστόσο οι συναρτήσεις που είναι

κυρτές υπό ευρεία έννοια δεν μπορεί να είναι πολύ «κακές». Πρώτα απ΄ όλα

είναι συνεχείς στα εσωτερικά σημεία:

Πρόταση ♢ 59. Αν μία συνάρτηση f είναι κυρτή υπό ευρεία έννοια στο διάστημα

∆ είναι συνεχής σε κάθε εσωτερικό σημείο του ∆.

Απόδειξη. Θεωρούμε εσωτερικό σημείο x0 του ∆ και θα δείξουμε ότι η f
είναι συνεχής στο x0. Επαναλαμβάνουμε μερικά πράγματα που έχουμε δει στην

ενότητα 1.7. Ας θεωρήσουμε τρία οποιαδήποτε σημεία x1 < x2 < x3 του ∆.

Αν ονομάσουμε λ = x2−x1
x3−x1 ∈ [0,1] τότε αφού x2 = x2−x1

x3−x1 (x3 − x1) + x1 είναι

x2 = λ (x3 − x1) + x1 δηλαδή x2 = (1 − λ)x1 + λx3.

Αφού η f είναι κυρτή υπό ευρεία έννοια θα ισχύει:

f (x2) = f ((1 − λ)x1 + λx3) ≤ (1 − λ) f (x1) + λf (x3) =

= (1 − x2 − x1

x3 − x1
) + x2 − x1

x3 − x1
f (x3)

που δίνει την

(x3 − x2) f (x1) + (x2 − x1) f (x3) + (x1 − x3) f (x2) ≥ 0

από την οποία εύκολα βρίσκουμε ότι

f (x2) − f (x1)
x2 − x1

≤ f (x3) − f (x2)
x3 − x2

(∗)

Αφού το x0 είναι εσωτερικό σημείο του ∆ θα υπάρχουν a, b, c στο ∆ ώστε

a < b < x0 < c
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οπότε για κάθε x με

a < b < x < x0 < c
εφαρμόζοντας διαδοχικά την (∗) έχουμε:

f (b) − f (a)
b − a ≤ f(x) − f (b)

x − b ≤ f (x0) − f (x)
x0 − x

≤ f (c) − f (x0)
c − x0

που γεωμετρικά σημαίνει (βλ. Σχήμα 2.1) ότι για τους αντίστοιχους συντελε-

στές διευθύνσεως των τμημάτων έχουμε:

λAB ≤ λBM ≤ λMX0 ≤ λX0C

ειδικότερα ότι:

f (b) − f (a)
b − a ≤ f (x0) − f (x)

x0 − x
≤ f (c) − f (x0)

c − x0

οπότε για b < x < x0 είναι:

(f (b) − f (a)) (x0 − x) ≤ f (x0) − f (x) ≤ (f (c) − f (x0)) (x0 − x)

Από το κριτήριο της παρεμβολής συνάγουμε ότι lim
x→x−0

f (x) = f (x0). Με όμοιο

τρόπο βρίσκουμε ότι lim
x→x+0

f (x) = f (x0) και επομένως η f είναι συνεχής στο

x0

Σχήμα 2.1. Κάθε συνάρτηση κυρτή υπό ευρεία έννοια είναι συνεχής.
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Παράδειγμα 21. Στα άκρα ενός διαστήματος δεν είναι απαραίτητο να είναι μια

κυρτή υπό ευρεία έννοια (ακόμα και αυστηρώς κυρτή) συνεχής. ΄Ενα παράδειγμα

αποτελεί η συνάρτηση

f (x) = { 2 x = −1
x2 −1 < x ≤ 1

η οποία είναι αυστηρώς κυρτή υπό ευρεία έννοια αλλά δεν είναι συνεχής.

Σε αντίθεση με την συνέχεια μια συνάρτηση μπορεί να είναι αυστηρώς κυρ-

τή υπό ευρεία έννοια σε ένα διάστημα χωρίς να είναι παραγωγίσιμη σε όλα τα

εσωτερικά σημεία του. ΄Ενα παράδειγμα αποτελεί η συνάρτηση f(x) = x2 + ∣x∣
η οποία είναι αυστηρώς κυρτή υπό ευρεία έννοια στο R αλλά δεν είναι παρα-

γωγίσιμη στο 0. Ωστόσο δεν μπορεί να αποτυγχάνει να είναι παραγωγίσιμη σε

«πολλά» σημεία. Σχετικά ισχύει:

Πρόταση 2. * ΄Εστω f αυστηρώς κυρτή υπό ευρεία έννοια σε ένα διάστημα

∆. Το σύνολο των σημείων του ∆ στα οποία η f δεν είναι παραγωγίσιμη είναι

αριθμήσιμο.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι η f δεν παραγωγίζεται στα εσωτερικά σημεία

x0 < x′0 του ∆. Θεωρούμε σημεία a, b, c, d εσωτερικά σημεία του ∆ τέτοια ώστε

a < x0 < b < c < x′0 < d. Είναι:

a ≤ x0 − h < x0 ⇔ h ∈ (0, x0 − a] =D1

x0 < x0 + h < b⇔ h ∈ (0, b − x0] =D2

Αν h1, h2 είναι στοιχεία του D1 με h1 < h2 είναι x0 −h1 > x0 −h2 και επομένως

f (x0 − h2) − f (x0)
−h2

< f (x0 − h1) − f (x0)
−h1

.

΄Αρα η συνάρτηση

h→ f (x0 − h) − f (x0)
−h ,

ορισμένη στο D1 είναι γνησίως φθίνουσα. Επίσης είναι συνεχής αφού η f είναι

και συνεχής. ΄Αρα το σύνολο τιμών της είναι το

[f (x0 − f (a))
x − a , lim

h→0+
f (x0 − h) − f (x0)

−h )

Αλλά
f (x0 − h) − f (x0)

−h < f (b) − f (x0)
b − x0

< f (c) − f (b)
c − b

΄Αρα το όριο lim
h→0

f (x0 − h) − f (x0)
−h είναι πραγματικός αριθμός.

Σκεπτόμενοι ανάλογα βρίσκουμε ότι το όριο lim
h→0+

f (x0 + h) − f (x0)
h

είναι

ένας πραγματικός αριθμός. Επίσης:
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1. Αφού για h ∈D1 ∩D2 είναι

f (x0 − h) − f (x0)
−h < f (x0 + h) − f (x0)

h

και περνώντας στα όρια θα είναι

lim
h→0+

f (x0 − h) − f (x0)
−h ≤ lim

h→0+
f (x0 + h) − f (x0)

h

2. Αφού η f δεν παραγωγίζεται στο x0 η παραπάνω ανισότητα είναι γνήσια.

3. Αφού για κάθε h ∈D2 είναι

f (x0 + h) − f (x0)
h

< f (b) − f (x0)
b − x0

< f (c) − f (b)
c − b

έχουμε

lim
h→0+

f (x0 + h) − f (x0)
h

< f (c) − f (b)
c − b .

΄Αρα στο σημείο x0 οι πλευρικές παράγωγοι της f υπάρχουν και ισχύει

f (x0) − f (α)
x0 − α

< f ′ (x−0) < f ′ (x+0) <
f (c) − f (b)

c − b
Ανάλογα για το x′0 όπου επίσης η f δεν παραγωγίζεται έχουμε ότι

f (c) − f (b)
c − b < f ′ (x′−0 ) < f ′ (x′+0 ) < f (d) − f (x′0)

d − x′0
Από τα προηγούμενα συνάγουμε ότι

f ′ (x−0) < f ′ (x+0) < f ′ (x′−0 ) < f ′ (x′+0 )

δηλαδή τα διαστήματα [f ′ (x−0) , f ′ (x+0)] , [f ′ (x′−0 ) , f ′ (x′+0 )] είναι ξένα.

Κάθε σημείο όπου η f δεν παραγωγίζεται ορίζει ένα κλειστό διάστημα με

άκρα τις πλευρικές παραγώγους. Τα διαστήματα αυτά ανά δύο είναι ξένα. Κάθε

ένα από αυτά περιέχει ένα τουλάχιστον ρητό. Αν επιλέξουμε ένα ρητό από κάθε

ένα διάστημα οι ρητοί αυτοί είναι διαφορετικοί. Το πλήθος τους είναι τόσο όσο

τα διαστήματα δηλαδή όσο το πλήθος των σημείων που η f δεν παραγωγίζεται.

΄Αρα το πλήθος των σημείων αυτών είναι αριθμήσιμο αφού κάθε υποσύνολο των

ρητών είναι αριθμήσιμο. Ο.Ε.Δ.

2.2 Κυρτές συναρτήσεις και κυρτά σχήματα.

2.2.1 Σύνδεση της κυρτότητας σχημάτων και της κυρ-

τότητας συναρτήσεων.

Υπάρχει μία σύνδεση των κυρτών συναρτήσεων με τα κυρτά σχήματα και ή

κοινή χρήση του όρου «κυρτός» δεν είναι τυχαία. Στα επόμενα ως ευθύγραμμο

τμήμα που ορίζουν δύο ταυτιζόμενα σημεία θα εννοούμε το μονοσύνολο τους.
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2.2.1.1 Κυρτά σχήματα.

Υπενθυμίζουμε τον ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός 1. ΄Ενα επίπεδο σχήμα (σύνολο) ονομάζεται κυρτό αν οποτεδήποτε

περιέχει δύο σημεία περιέχει και το ευθύγραμμο τμήμα που έχει αυτά τα δύο

σημεία ως άκρα.

Σχήμα 2.2. Κυρτό και μη κυρτό σύνολο

Παράδειγμα 22. Το ίδιο το επίπεδο, οι ευθείες του, οι ημιευθείες του και

τα ημιεπίπεδα του είναι κυρτά σχήματα. Τα μονοσύνολα σημείων είναι κυρτά.

Επίσης οι κυκλικοί δίσκοι (τα σύνολα σημείων που η απόσταση τους από δοθέν

σημείο, το κέντρο, είναι μικρότερη ή ίση από ένα δοθέν μήκος, την ακτίνα) είναι

κυρτά σχήματα. Το κενό σύνολο είναι κυρτό (ο λόγος: κάθε συνεπαγωγή με

ψευδή υπόθεση είναι αληθής).

Ισχύει η παρακάτω απλή πρόταση:

Πρόταση 3. Η τομή οσωνδήποτε κυρτών σχημάτων είναι σχήμα κυρτό.

Απόδειξη Αν έχουμε κάποια κυρτά σχήματα και ονομάσουμε X την τομή τους

τότε αν A, B είναι δύο σημεία από το X αυτά ανήκουν σε όλα τα κυρτά σχήμα-

τα που έχουμε, το ευθύγραμμο τμήμα τους περιέχεται στο καθένα τους και

επομένως στην τομή τους X. Ο.Ε.Δ.

KJ

Στην Γεωμετρία ένα πολύγωνο ονομάζεται κυρτό αν έχει την ιδιότητα όλα του

τα σημεία να περιέχονται σε ένα μόνο από τα δύο ημιεπίπεδα που ορίζει ο

φορέας οποιασδήποτε πλευράς του. Προφανώς είναι και η τομή όλων αυτών των

ημιεπιπέδων. Επομένως είναι τομή κυρτών σχημάτων. Συνεπώς είναι κυρτό και

με τον ανωτέρω ορισμό.
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Η περιγραφή της κυρτότητας ενός επιπέδου σχήματος που δώσαμε είναι γε-

ωμετρική. Μπορεί να γίνει αλγεβρική και να εκφραστεί με αλγεβρικές σχέσεις

αν περάσουμε σε συντεταγμένες. Γενικά αν έχουμε δύο σημεία A(x1, y1) και

B(x2, y2) υπάρχει ένας απλός τρόπος για να περιγράψουμε αλγεβρικά το ευ-

θύγραμμο τμήμα με άκρα τα A,B. Απαρτίζεται ακριβώς από εκείνα τα σημεία

M(x, y) για τα οποία το διάνυσμα
ÐÐ→
AM είναι της μορφής

ÐÐ→
AM= λÐ→AB με 0 ≤ λ ≤ 1.

Επομένως θα πρέπει:

Σχήμα 2.3. Περιγραφή των σημείων ενός ευθυγράμμου τμήματος

(x − x1, y − y1) = λ (x2 − x1, y2 − y1) , 0 ≤ λ ≤ 1

΄Αρα πρέπει:

x − x1 = λ (x2 − x1) , y − y1 = λ (y2 − y1) 0 ≤ λ ≤ 1

και επομένως λύνοντας ως προς x, y έχουμε μία περιγραφή των σημείων του

τμήματος με άκρα A,B: Το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα σημεία (x1, y1),
(x2, y2) απαρτίζεται από τα σημεία (x, y) με

x = (1 − λ)x1 + λx2, y = (1 − λ) y1 + λy2 λ ∈ [0,1] (2.1)

΄Αρα η γεωμετρική συνθήκη της κυρτότητας μπορεί να αντικατασταθεί από την

αλγεβρική:

Πρόταση 4. ΄Ενα σχήμα του επιπέδου είναι κυρτό αν και μόνο αν για κάθε

ζεύγος σημείων του A(x1, y1) και B(x2, y2) και κάθε λ ∈ [0,1] το σημείο

((1 − λ)x1+λx2, (1 − λ) y1+λy2), που γράφεται και (1−λ)(x1, y1)+λ(x2, y2),
είναι επίσης σημείο του σχήματος.
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Η συνθήκη αυτή γενικεύεται για περισσότερα από δύο σημεία. ΄Ενα σχήμα

είναι κυρτό αν και μόνο αν για οποιαδήποτε σημεία του (x1, y1), ..., (xn, yn)
και οποιουσδήποτε μη αρνητικούς αριθμούς λ1, ..., λn με άθροισμα 1 το σημείο

λ1(x1, y1) + ... + λn(xn, yn)

είναι επίσης σημείο του σχήματος. Η απόδειξη του τελευταίου μπορεί να γίνει με

επαγωγή ακολουθώντας ανάλογη πορεία με εκείνη της πρώτης απόδειξης στην

ανισότητα Jensen.

2.2.1.2 Επιγράφημα συνάρτησης.

΄Εστω τώρα μία οποιαδήποτε συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα ∆. Η

ταινία που ορίζει το ∆ στο επίπεδο δηλαδή το σύνολο των σημείων που η

τετμημένη τους ανήκει στο ∆ ή αλλιώς το σύνολο όλων των σημείων που η

προβολή τους στον άξονα των x περιέχεται στο ∆ χωρίζεται σε τρία σύνολα.

• Εκείνο που απαρτίζεται από τα σημεία (x, y) για τα οποία ισχύει y = f(x).
Το σύνολο τους είναι η γραφική παράσταση Cf της f . Πρόκειται για τα

σημεία που βρίσκονται επί της γραφικής παράστασης της f .

• Εκείνο που απαρτίζεται από τα σημεία (x, y) για τα οποία ισχύει y > f(x).
Πρόκειται για τα σημεία που βρίσκονται πάνω από την γραφική παράσταση

της f . Ας το συμβολίσουμε Af . Τέλος

• Εκείνο που απαρτίζεται από τα σημεία (x, y) για τα οποία ισχύει y < f(x).
Πρόκειται για τα σημεία που βρίσκονται κάτω από την γραφική παράσταση

της f . Ας το συμβολίσουμε Kf .

Το σύνολο που απαρτίζεται από τα σημεία που βρίσκονται επί της γραφικής

παράστασης ή επάνω από την γραφική παράσταση της f δηλαδή το σύνολο που

περιλαμβάνει τα σημεία (x, y) με y ≥ f(x) και το οποίο δεν είναι άλλο από το

Kf ∪ Cf ονομάζεται επιγράφημα (epigraph) της f ([36], σελ. 80, [25], σελ.

199) και συμβολίζεται με epi(f). Απλή εξέταση των επιγραφημάτων διαφόρων

συναρτήσεων μας οδηγούν στην πρόταση:

Πρόταση 5. ΄Εστω μία συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα ∆. Η f θα είναι

κυρτή υπό ευρεία έννοια αν και μόνο αν το επιγράφημα της είναι κυρτό σύνολο.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι η f είναι κυρτή υπό ευρεία έννοια. Θεωρου-

με δύο οποιαδήποτε σημεία A(x1, y1) και B(x2, y2) από το επιγράφημα epi(f)
της f . Θα ισχύει

y1 ≥ f(x1), y2 ≥ f(x2).

Το τυχόν σημείο M του ευθυγράμμου τμήματος με άκρα A και B έχει τετμημένη

x = (1 − λ)x1 + λx2
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Σχήμα 2.4. Το επιγράφημα της f .

και τεταγμένη

y = (1 − λ)y1 + λy2.

Είναι τότε

y ≥ (1 − λ) f (x1) + λf (x2)

Αλλά το σημείο με τετμημένη (1 − λ)x1 + λx2 και τεταγμένη (1 − λ) f (x1) +
λf (x2) ανήκει στην χορδή της Cf με άκρα τα σημεία A′(x1, f(x1)) και B′(x2, f(x2))
και βρίσκεται πάνω από την Cf . ΄Αρα είναι

(1 − λ) f (x1) + λf (x2) ≥ f ((1 − λ)x1 + λx2)

και επομένως y ≥ f(x) που σημαίνει ότι το M ανήκει στο επιγράφημα της f το

οποίο κτά συνέπεια είναι κυρτό.

Αντιστρόφως τώρα. ΄Εστω ότι το epi(f) είναι κυρτό. Κάθε σημείο (x, y)
οποιασδήποτε χορδής της Cf βρίσκεται στο epi(f) άρα πάνω από το την Cf και

επομένως y ≥ f(x). ΄Αρα η f είναι κυρτή υπό ευρεία έννοια. Ο.Ε.Δ.

2.2.1.3 Κυρτές συναρτήσεις και κυρτά πολύγωνα.

Οι κυρτές συναρτήσεις σχετίζονται με τα κυρτά πολύγωνα. Αν ένα πολύγωνο

είναι εγγεγραμμένο στην γραφική παράσταση μιας κυρτής συνάρτησης είναι

κυρτό. Συγκεκριμένα ισχύει το επόμενο:

Πρόταση 6. ΄Εστω f ∶ ∆ → R μια κυρτή συνάρτηση. Αν οι αριθμοί x1 < x2 <
..., xn ανήκουν στο ∆ και A1 (x1, f (x1)), A2 (x2, f (x2)), ..., An (xn, f (xn))
είναι τα αντίστοιχα σημεί της Cf τότε το πολύγωνο με κορυφές A1A2...An Είναι

κυρτό.
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Σχήμα 2.5. Το επιγράφημα κυρτής είναι κυρτό.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουμε ότι αν θεωρήσουμε τον φορέα μιας οποιασ-

δήποτε πλευρά του πολυγώνου όλες οι κορυφές ανήκουν στο ίδιο από τα δύο

ημιεπίπεδα που ορίζει. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

Η πλευρά είναι η AnA1 Τότε όλα τα σημεία της Cf με τετμημένες μεταξύ

x1, xn βρίσκονται κάτω από την χορδή AnA1. ΄Αρα όλες οι κορυφές του

πολυγώνου βρίσκονται στο ίδιο από τα δύο ημιεπίπεδα της χορδής.

Η πλευρά είναι η AiAi+1 με 1 ≥ i ≥ n − 1. Τότε τα (βλ. Σχόλιο 2 ) σημε-

ία της Cf με τετμημένη μικρότερη του xi ή μεγαλύτερη του xi+1 βρίσκονται

πάνω από τον φορέα της AiAi+1 άρα πάλι όλες οι κορυφές του πολυγώνου

βρίσκονται στο ίδιο από τα δύο ημιεπίπεδα. Ο.Ε.Δ.

2.2.2 Γεωμετρική ερμηνεία της ανισότητας Jensen

Είδαμε (Πρόταση 6) ότι αν τοποθετήσουμε n σημεία στην γραφική πα-

ράσταση μιας κυρτής συνάρτησης και συνδέσουμε εκείνο με τη μικρότερη τε-

τμημένη με εκείνο με την αμέσως μεγαλύτερη κ.ο.κ το δε τελευταίο με το πρώτο

τότε το πολύγωνο που σχηματίζουν είναι κυρτό.

Το σχολικό βιβλίο Γεωμετρίας (Παρ. 2.20) ορίζει ως εσωτερικό σημείο

ενός κυρτού πολυγώνου κάθε σημείο που είναι κοινό εσωτερικό σημείο όλων

των (κυρτών) γωνιών του ανάγοντας έτσι τον ορισμό του εσωτερικού σημείου

πολυγώνου στον ορισμό του εσωτερικού σημείου κυρτής γωνίας. Μια άλλη
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ισοδύναμη περιγραφή των εσωτερικών σημείων είναι η ακόλουθη: Σε κάθε κυρ-

τό πολύγωνο ο φορέας μιας πλευράς ορίζει δύο ημιεπίπεδα εκ των οποίων ένα

και μόνον περιέχει τις κορυφές του πολυγώνου. Κάθε τέτοιο ημιεπίπεδο είναι

κυρτό σχήμα και η τομή τους είναι σχήμα επίσης κυρτό. Επειδή η τομή περιέχει

τις κορυφές ως κυρτό σχήμα θα περιέχει και τις πλευρές. Αν από αυτή την

τομή εξαιρέσουμε τα σημεία της περιμέτρου, δηλαδή εκείνα που ανήκουν στις

πλευρές, θα έχουμε το εσωτερικό του πολυγώνου. Συμβολικά έστω ένα κυρτό

πολύγωνο A1A2...An και

• H1,H2, ...,Hn εκείνα τα ημιεπίπεδα με αρχή τις ευθείεςA1A2,A2A3, ...,AnA1

που περιέχουν τις κορυφές του πολυγώνου και

• Π1,Π2, ...,Πn τα συνολα των σημείων των πλευρώνA1A2,A2A3, ...,AnA1

του πολυγώνου,

τότε

Εσωτερικό A1A2...An =
n

⋂
i=1

Hi −
n

⋃
i=1

Πi

Μια άλλη περιγραφή για το εσωτερικό είναι να θεωρήσουμε τα ανοικτά ημιε-

πίπεδα Oi που προκύπτουν από τα ημιεπίπεδα Hi αν εξαιρέσουμε τα σημεία των

αρχών τους, δηλαδή των φορέων των πλευρών του πολυγώνου, και πάρουμε

την τομή τους:

Εσωτερικό A1A2...An =
n

⋂
i=1

Oi

Σχόλιο 40. Ας σημειωθεί ότι ένα κυρτό πολύγωνο ως σημειοσύνολο, δηλαδή

ως το σύνολο όλων των σημείων που ανήκουν στις πλευρές του, δεν είναι κυρτό.

΄Ομως το εσωτερικό του πολυγώνου καθώς και το εσωτερικό συν την περίμετρο

δηλαδή τα σύνολα
n

⋂
i=1
Oi και

n

⋂
i=1
Hi είναι κυρτά.

KJ

Ας θεωρήσουμε ένα οποιοδήποτε κυρτό πολύγωνο A1A2...An. Ας υπο-

θέσουμε ότι για i = 1,2, ..., n η κορυφή Ai είναι το σημείο (xi, yi). ΄Εστω

S =
n

⋂
i=1
Hi όπως πριν. Λόγω της κυρτότητας του S αν λi ∈ [0,1] με

n

∑
i=1
λi = 1

τότε το σημείο

n

∑
i=1

λi (xi, yi) , λi ∈ [0,1] ,
n

∑
i=1

λi = 1 (∗),

ανήκει στο S. Αντιστρόφως τώρα κάθε σημείοM(x, y) του S παίρνει τη μορφή

(∗). Πράγματι (βλ. και Σχήμα 2.6 ) :

• Αν μεν το M ανήκει σε κάποια πλευρά, ας πούμε την ApAq τότε για

κατάλληλο λ ∈ [0,1] είναι (x, y) = (1 − λ) (xp, yp) + λ (xq, yq) οπότε πα-

ίρνοντας λp = 1 − λ, λq = λ και όλα τα άλλα λi να είναι μηδέν έχουμε το

(x, y) στη μορφή (∗).
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• Αν το M είναι εσωτερικό σημείο του πολυγώνου τότε το συνδέουμε την

κορυφή A1. Τότε «προφανώς»
3
η ημιευθεία A1M θα τμήσει κάποια πλευ-

ρά το πολυγώνου ας πούμε την ApAq σε κάποιο σημείο N της μορφής

(1 − λ) (xp, yp) + λ (xq, yq), λ ∈ [0,1] και επειδή το M ανήκει στο ευ-

θύγραμμο τμήμα A1N θα υπάρχει µ ∈ [0,1] ώστε

(x, y) = (1 − µ) (x1, y1) + µ [(1 − λ) (xp, yp) + λ (xq, yq)] .

Αλλά τότε

(x, y) = (1 − µ) (x1, y1) + µ (1 − λ) (xp, yp) + µλ (xq, yq) ,

και αν πάρουμε

λ1 = 1 − λ, λp = µ (1 − λ) , λq = µλ,

και όλα τα άλλα λi να είναι μηδέν έχουμε πάλι ότι το M γράφεται στη

μορφή (∗). Ο.Ε.Δ.

KJ

Αν τώρα f είναι μια κυρτή συνάρτηση και A1 (x1, f (x1)), A2 (x2, f (x2)),
..., An (xn, f (xn)) είναι σημεία της Cf με x1 < x2 < ... < xn τότε οποιοδήποτε

σημείο της περιμέτρου ή του εσωτερικού του πολυγώνου A1A2...An ανήκει στο

επιγράφημα της f και βρίσκεται πάνω από την Cf το δε σημείο αυτό παίρνει

τη μορφή (∗). Ακριβώς επειδή βρίσκεται στο επιγράφημα μίας κυρτής θα είναι

f(τετμημένης) ≤ τεταμένη. Με άλλα λόγια ισχύει

f (
n

∑
i=1

λixi) ≤
n

∑
i=1

λif (xi) ,

που είναι η ανισότητα του Jensen σχετικά με την γεωμετρική ερμηνεία της

οποίας βλ. και [31].

3
Τα σχολικά βιβλία Γεωμετρίας, και καλώς, υιοθετούν μια αποδεικτική διαδικασία ενδιάμε-

σης αυστηρότητας, πολύ κοντά σε εκείνη του Ευκλείδη. Πολλά επιχειρήματα υποβάλλονται

από το σχήμα ή την διαίσθηση. Κανονικά σε ένα μαθηματικά αυστηρό πλαίσιο ο ισχυρισμός

αυτός χρειάζεται απόδειξη η οποία όμως χρειάζεται κάποια ενδιάμεσα βήματα. Σχετικά βλ.

1. David Hilbert Θεμέλια της Γεωμετρίας, Μετ. Στράτης Παπαδόπουλος, ΤΡΟΧΑ-
ΛΙΑ, 1995, παρ. 1.4

2. Ιωάννης Ιωαννίδης, Γεωμετρία του Επιπέδου, Τόμος Ι, ΚΟΡΦΙΑΤΗΣ, 1970, παρ.
2.43-2.45.

3. John M. Lee, Axiomatic Geometry, American Mathematical Society, 2012 κεφ. 8
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Σχήμα 2.6. Κάθε σημείο εσωτερικό ή της περιμέτρου πολυγώνου με κορυφές

(xi, yi) γράφεται
n

∑
i=1
λi (xi, yi) όπου λi ∈ [0,1] με ∑

i9
λi = 1.

2.2.3 Ευθείες υποστήριξης

Στα σχολικά βιβλία συναντάμε την έννοια «κυρτός» για διάφορα επίπεδα

σχήματα:

1. Κυρτή γωνία: Α΄ Γυμνασίου σ 153,

2. Κυρτή γωνία: Γεωμετρία Α΄ Λυκείου σ 153,

3. Κυρτή τεθλασμένη: Γεωμετρία Α΄ Λυκείου, σ 28

4. Κυρτό πολύγωνο: Γεωμετρία Α΄ Λυκείου, σ. 29

Σε όλους τους ορισμούς των παραπάνω κυρτών σχημάτων (αλλά και εκείνων που

υπάρχουν στο μέρος της στερεομετρίας) η κυρτότητα ορίζεται έμμεσα με την

βοήθεια των λεγομένων ευθειών υποστήριξης (supporting lines) ενός σχήμα-

τος Σ. Πρόκειται για ευθείες που περιέχουν ένα τουλάχιστον σημείο του Σ
και «αφήνουν» το Σ προς το ίδιο από τα δύο ημιεπίπεδα που ορίζουν. Οι ευθε-

ίες υποστήριξης στην περίπτωση της γωνίας, τεθλασμένης ή πολυγώνου είναι

οι πλευρές του. Στην περίπτωση στης γραφικής παράστασης μιας κυρτής συ-

νάρτησης είναι οι εφαπτομένες της. Η έννοια μπορεί να γενικευθεί ([36] σελ.

12) και για τις κυρτές συναρτήσεις υπό ευρεία έννοια (βλ και Σχήμα 2.7)

αν για κάθε σημείο (x0, f(x0)) της Cf ορίσουμε ως ευθεία υποστήριξης την

y =m (x − x0) + f (x0) όπου m είναι οποιοσδήποτε αριθμός μεταξύ των

f ′ (x−0) = lim
x→0−

f (x) − f (x0)
x − x0

, f ′ (x+0) = lim
x→0+

f (x) − f (x0)
x − x0

.
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Σχήμα 2.7. Ευθείες υποστήριξης της x2 + ∣x∣ στο (0,0)

2.3 Η κατά τα μέσα κυρτότητα

Ο Jensen όρισε τις κυρτές συναρτήσεις να είναι εκείνες που ικανοποιούν μια

ειδική περίπτωση της ανισότητας του, εκείνη όπου οι συντελεστές λ1, λ2 είναι

ίσοι και επομένως ίσοι με
1
2 . Στο παρόν κείμενο θα αποκαλούμε τις συναρτήσεις

με αυτή την ιδιότητα κατά τα μέσα κυρτές (midpoint convex) δηλαδή ορίζουμε:

Ορισμός 2. Μία συνάρτηση θα ονομάζεται κατά το μέσα κυρτή στο διάστημα

∆ αν για κάθε ζεύγος αριθμών x1,x2 από το ∆ ισχύει

f (x1 + x2

2
) ≤ f (x1) + f (x2)

2
.

Επίσης ορίζουμε την αυστηρώς κυρτή κατά τα μέσα συνάρτηση κατά τον

αναμενόμενο τρόπο:

Ορισμός 3. Μία συνάρτηση θα ονομάζεται αυστηρώς κατά το μέσα κυρτή
4
στο

4
Στο [61] σελ. 58 ασκ. 19-22 χρησιμοποιείται ο όρος ασθενώς κυρτή.
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διάστημα ∆ αν για κάθε ζεύγος αριθμών x1 ≠2 από το ∆ ισχύει

f (x1 + x2

2
) < f (x1) + f (x2)

2

Προφανώς η κατά τα μέσα κυρτότητα είναι ασθενέστερη της κυρτότητας

υπό ευρεία έννοια αφού μία συνάρτηση κυρτή υπό ευρεία έννοια θα είναι και

κατά τα μέσα κυρτή. Ο Jensen ([19]) απέδειξε το αντίστροφο για τις συνεχείς

συναρτήσεις.

Πρόταση 7. (Jensen). Αν μία συνάρτηση f είναι συνεχής και κατά τα μέσα

κυρτή στο διάστημα ∆ τότε είναι κυρτή υπό ευρεία έννοια στο ∆.

Αρχικά θα δούμε την παραπάνω πρόταση ακολουθώντας ιδέες από το άρθρο

([19]) του Jensen. Αργότερα θα δώσουμε και μία ακόμη απόδειξη. Για την

απόδειξη θα χρειαστούμε το επόμενο:

Λήμμα 1. Αν η f είναι κατά τα μέσα κυρτή στο ∆ τότε για κάθε θετικό ακέραιο

n και κάθε x1, x2, ..., xn ∈ ∆ ισχύει:

f (x1 + x2 + ... + xn
n

) ≤ f (x1) + f (x2) + ... + f (xn)
n

Απόδειξη. Δείχνουμε πρώτα την ισχύ της ανισότητας για την ειδική περίπτωση

όπου n = 2m με επαγωγή στο m.

για m = 1 Ισχύει λόγω του ορισμού της κατά τα μέσα κυρτής συνάρτησης.

για m ≤ k Υποθέτουμε ότι για κάθε m ≤ k ισχύει

f (x1 + x2 + ... + x2m

2m
) ≤ f (x1) + f (x2) + ... + f (x2m)

2m
.

για m = k + 1 ΄Εχουμε:

f (x1 + x2 + ... + x2k+1

2k+1
) = f

⎛
⎝

x1+x2+...+x2k
2k

+ x
2k+1+x2k+2+...+x2k+1

2k

2

⎞
⎠
≤

1

2
(f (x1 + x2 + ... + x2k

2k
) + f (x2k+1 + x2k+2 + ... + x2k+1

2k
)) ≤

υπόθεση επαγωγής

1

2
(f(x1) + f(x2) + ... + f (x2k)

2k
+ f (x2k+1) + f (x2k+2) + ... + f (x2k+1)

2k
) =

f(x1) + f(x2) + ... + f (x2k) + f (x2k+1) + f (x2k+2) + ... + f (x2k+1)
2k+1
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Για την περίπτωση που ο n δεν είναι δύναμη του 2 θα υπάρχει κατάλληλος

θετικός ακέραιος m ώστε:

2m−1 < n < 2m.

Αν ονομάσουμε

y = x1 + ... + xn
n

έχουμε

f (y) = f
⎛
⎜⎜⎜
⎝

ny +
2n−n

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
y + ... + y
2n

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= f

⎛
⎜⎜⎜
⎝

x1 + ... + xn +
2n−n

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
y + ... + y

2n

⎞
⎟⎟⎟
⎠

≤
2n προσθετέοι

f(x1) + ... + f (xn) +
2n−n

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
f (y) + ... + f (y)

2n
= f(x1) + ... + f (xn) + (2n − n) f (y)

2n

Επομένως:

f (x1 + x2 + ... + xn
n

) ≤
f(x1) + ... + f (xn) + (2n − n) f (x1+x2+...+xn

n
)

2n

από την οποία προκύπτει ότι:

2nf (x1 + x2 + ... + xn
n

) ≤ f(x1) + ... + f (xn) + (2n − n) f (x1 + x2 + ... + xn
n

)

δηλαδή ότι:

f (x1 + x2 + ... + xn
n

) ≤ f(x1) + ... + f (xn)
n

.

Με αυτό έχουμε καλύψει όλες τις περιπτώσεις για το n και η απόδειξη είναι

πλήρης. Ο.Ε.Δ.

Απόδειξη της Πρότασης 7 Πρέπει να αποδείξουμε ότι για κάθε αριθμό λ ∈
(0,1) και κάθε x1, x2 ∈ ∆ ισχύει

f ((1 − λ)x1 + λx2) ≤ (1 − λ) f (x1) + λf (x2) (∗)

Δείχνουμε πρώτα ότι η παραπάνω ανισότητα ισχύει για την περίπτωση όπου ο

λ είναι ρητός έστω λ = µ
ν όπου µ, ν είναι ακέραιοι με 0 < µ < ν. ΄Εχουμε:

f ((1 − λ)x1 + λx2) = f ((1 − µ
ν
)x1 +

µ

ν
x2) = f ((ν − µ)x1 + µx2

ν
) =

f

⎛
⎜⎜⎜
⎝

ν−µ
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
x1 + ... + x1 +

µ
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
x2 + ... + x2

ν

⎞
⎟⎟⎟
⎠
≤

ν−µ
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
f (x1) + ... + f (x1) +

µ
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
f (x2) + ... + f (x2)

ν
=
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(ν − µ) f (x1) + µf (x2)
ν

= (1 − λ) f (x1) + λf (x2) .

Επομένως η (∗) ισχύει για λ ∈ Q.

Για την περίπτωση όπου ο λ είναι δεν είναι ρητός θεωρούμε ακολουθία ρητών

(λi) από το διάστημα (0,1) που συγκλίνει στο λ. Για κάθε i θα ισχύει

f ((1 − λi)x1 + λix2) ≤ (1 − λi) f (x1) + λif (x2)

Παίρνοντας όρια για i→ +∞ στην παραπάνω ανισότητα και λόγω της συνέχειας

της f θα έχουμε πάλι ότι η (∗) ισχύει. Ο.Ε.Δ.

KJ

Η ανισότητα

f (x1 + x2

2
) ≤ f (x1) + f (x2)

2
,

στην περίπτωση όπου x1 = x2 προφανώς ισχύει ως ισότητα. Αν αυτή είναι

και η μοναδική περίπτωση που ισχύει η ισότητα δηλαδή με x1 ≠ x2 ισχύει ως

γνήσια ανισότητα τότε σε περίπτωση που η f είναι συνεχής, μπορούμε με μικρές

επεμβάσεις στις προηγούμενες αποδείξεις να καταλήξουμε στο συμπέρασμα ότι

η f είναι αυστηρώς κυρτή υπό ευρεία έννοια. Πράγματι έχουμε την:

Πρόταση 8. Αν μία συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα ∆ και για κάθε

ζεύγος διαφορετικών στοιχείων του x1, x2 ισχύει

f (x1 + x2

2
) < f (x1) + f (x2)

2

τότε είναι αυστηρώς κυρτή υπό ευρεία έννοια στο ∆.

Απόδειξη Μπορούμε στο Λήμμα 1 να θέσουμε σαν υπόθεση ότι

x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn

και μία τουλάχιστον από τις παραπάνω ανισότητες να είναι γνήσια. Τότε επανα-

λαμβάνοντας την απόδειξη καταλήγουμε στο ότι η ανισότητα του συμπεράσμα-

τος του λήμματος είναι επίσης γνήσια. Συγκεκριμένα:

1. Στο πρώτο μέρος της απόδειξης όταν n = 2m το κρίσιμο σημείο είναι στο

βήμα της επαγωγής όπου αφού

x1 + ... + x2k

2k
< x2k+1 + ... + x2k+1

2k

θα ισχύει

f
⎛
⎝

x1+...+x2k
2k

+ x
2k+1+...+x2k+1

2k

2

⎞
⎠
< 1

2
(f (x1 + ... + x2k

2k
) + f (x2k+1 + ... + x2k+1

2k
)) .
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Σχήμα 2.8. Για την απόδειξη της πρότασης 8

2. Στο δεύτερο μέρος όπου ο n είναι τυχών τό κρίσιμο σημείο είναι όταν

θεωρούμε το

f

⎛
⎜⎜⎜
⎝

ny +
2n−n

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
y + ... + y
2n

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= f

⎛
⎜⎜⎜
⎝

x1 + ... + xn +
2n−n

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
y + ... + y

2n

⎞
⎟⎟⎟
⎠

όπου στο άθροισμα

x1 + ... + xn + y + ... + y
κάποιος από τους xi είναι διάφορος του y και επομένως δύο τουλάχιστον

από τους 2n προσθετέους είναι άνισοι.

Επομένως αν στο λήμμα έχουμε δύο τουλάχιστον άνισους προσθετέους η ανι-

σότητα του συμπεράσματος είναι γνήσια.

Τώρα στην απόδειξη της Πρότασης 7 εξασφαλίζεται το γνήσιο της ανισότη-

τας (∗) όταν το λ είναι ρητός και τα x1, x2 είναι διακεκριμένα.

Η γενική περίπτωση με το πέρασμα από ρητό λ σε τυχόντα χρειάζεται προ-

σοχή γιατί οι οριακές διαδικασίες δεν διατηρούν τις γνήσιες ανισότητες. Θε-

ωρούμε x1 < x2 και ξέρουμε ότι η ανισότητα (∗) ισχύει για τα ρητά λ ενώ
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για τα άρρητα ενδέχεται να ισχύει ως ισότητα. Θα αποκλείουμε την τελευταία

περίπτωση. Ας πούμε λοιπόν ότι για κάποιο λ έχουμε στην (∗) ισότητα. Αυτό

σημαίνει ότι το σημείο K(((1 − λ)x1 + λx2, f ((1 − λ)x1 + λx2))) βρίσκεται ε-

πί της χορδής με άκρα τα A (x1, f (x1)), B (x2, f (x2)). Επιλέγουμε ρητούς

q1, q2 έτσι ώστε

x1 < (1 − q1)x1 + q1x2 < (1 − λ)x1 + λx2 < (1 − q2)x1 + q2x2 < x2

Τότε τα σημεία

L ((1 − q1)x1 + q1x2, f ((1 − q1)x1 + q1x2)) και

M ((1 − q2)x1 + q2x2, f ((1 − q2)x1 + q2x2))
είναι κάτω από την χορδή AB (Σχήμα 2.8). Αλλά το σημείο K πρέπει να

είναι επί ή κάτω από την χορδή LM ενώ βρίσκεται πάνω από αυτήν. ΄Ατοπο.

Επομένως η (∗) ισχύει για όλα τα λ. Ο.Ε.Δ.

KJ

Είδαμε ότι μια κατά τα μέσα κυρτή και συνεχής συνάρτηση είναι κυρτή

υπό ευρεία έννοια. Φυσικά το αυτό ισχύει αν αντικαταστήσουμε την υπόθεση

συνέχειας με την παραγωγισιμότητα. Αν δε επιπλέον ενισχύσουμε και την

υπόθεση της κατά τα μέσα κυρτότητας οδηγούμαστε σε κυρτές συναρτήσεις.

Δηλαδή ισχύει το επόμενο:

Πρόταση 9. Κάθε αυστηρώς κατά τα μέσα κυρτή και παραγωγίσιμη συνάρτηση

είναι κυρτή.

Απόδειξη ΄Εστω f μια παραγωγίσιμη και αυστηρώς κατά τα μέσα κυρτή συ-

νάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα ∆. Ας συμβολίσουμε για ευκολία με λ (a, b)
την κλίση ή συντελεστή μεταβολής της f στα a, b:

λ (a, b) = f (a) − f (b)
a − b .

Αν τα a < b < c από το ∆ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής πρόοδου δηλαδή το

b είναι ο μέσος αριθμητικός των a, c τότε από την υπόθεση έχουμε ότι

f (b) = f (a + c
2

) < f (a) + f (c)
2

.

Από αυτήν έχουμε ότι

f (b) − f (a) < f (c) − f (b)

και διαιρώντας τα δύο μέλη με τους ίσους θετικούς αριθμούς b−a, c− b έχουμε:

λ (a, b) < λ (b, c)

Θα αποδείξουμε πρώτα ότι η παράγωγος της f ′ είναι αύξουσα και μετά ότι είναι

γνησίως αύξουσα.
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Η f ′ είναι αύξουσα. Θεωρούμε x1 < x2 από το ∆ και τυχόντα θετικό α-

κέραιο n. Χωρίζουμε το διάστημα [x1, x2] σε n υποδιαστήματα ίσου

πλάτους με τους αριθμούς yi, i = 1, ..., n − 1 ώστε

x1 < y1 < y2, ... < yn−1 < x2

Τότε

λ (x1, y1) < λ (y1, y2) < ... < λ (yn−1, x2)

που σημαίνει ότι:

f (x1 + x2−x1
n

) − f (x1)
x2−x1
n

<
f (x2 − x2−x1

n
) − f (x2)

−x2−x1n

Παίρνοντας όρια για n→ +∞ και αφού τότε
x2−x1
n → 0 βρίσκουμε ότι:

f ′ (x1) ≤ f ′ (x2)

Η f ′ είναι γνησίως αύξουσα. Θεωρούμε πάλι x1 < x2. ΄Εστω x3 =
x1+x2

2 . Τότε

λ (x1, x3) < λ (x3, x2)

Από το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχουν ξ1 ∈ (x1, x3) και ξ2 ∈ (x3, x2)
ώστε λ (x1, x3) = f ′ (ξ1) και λ (x3, x2) = f ′ (ξ2). ΄Αρα

f ′ (x1) ≤ f ′ (ξ1) < f ′ (ξ2) ≤ f ′ (x2)

επομένως f ′ (x1) < f ′ (x2) και η f ′ είναι γνησίως αύξουσα. Ο.Ε.Δ.

Γενικά η ιδιότητα της κατά τα μέσα κυρτότητας δεν επαρκεί για να είναι μια

συνάρτηση κυρτή υπό ευρεία έννοια. Αυτό φαίνεται από το επόμενο:

Πρόταση 10. Υπάρχουν συναρτήσεις που είναι κατά τα μέσα κυρτές χωρίς να

είναι κυρτές υπό ευρεία έννοια.

Απόδειξη ΄Εστω B μία βάση Hamel του R (θεωρούμενου ως διανυσματι-

κού χώρου) επί του (σώματος) Q. Θεωρούμε u, v ∈ B και την (μοναδική)

Q−γραμμική απεικόνιση ϕ ∶ R→ R που ορίζεται στην βάση B αντιμεταθέτοντας

τα u, v και αφήνοντας τα άλλα στοιχεία της βάσης αναλλοίωτα δηλαδή από τις

σχέσεις:

• ϕ (u) = v

• ϕ (v) = u

• ϕ (w) = w γιά κάθε w ∈ B − {u, v}
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Λόγω γραμμικότητας θα ισχύει:

ϕ(1

2
x) = 1

2
ϕ (x)

και επομένως για κάθε ζεύγος πραγματικών αριθμών x1, x2 θα ισχύει

ϕ(1

2
(x1 + x2)) =

1

2
(ϕ (x1) + ϕ (x2))

από την οποία προκύπτει ότι η ϕ είναι κατά τα μέσα κυρτή κατά τετριμμένο

τρόπο.

΄Ομως η ϕ δεν είναι και κυρτή υπό ευρεία έννοια. Αν ήταν, δηλαδή ικα-

νοποιούσε την ανισότητα Jensen. θα ήταν και συνεχής (Πρόταση 59). Αλλά

αφού είναι γραμμική ισχύει και ϕ (x1 + x2) = ϕ (x1) +ϕ (x2) για όλα τα x1, x2

δηλαδή ικανοποιεί την συναρτησιακή εξίσωση του Cauchy. Είναι όμως γνωστό

(βλ. π.χ. [58]) ότι αφού είναι συνεχής θα υπάρχει c ∈ R ώστε

ϕ (x) = cx για κάθε x ∈ R.

΄Ομως τότε

u = ϕ (v) = cv, v = ϕ (u) = cu

και επομένως c = ±1 δηλαδή τα u, v θα είναι γραμμικώς εξαρτημένα (άτοπο).

Ο.Ε.Δ.

Μπορούμε να αποδείξουμε ότι ούτε η αυστηρώς κατά τα μέσα κυρτότητα

συνεπάγεται την κυρτότητα υπό ευρεία έννοια:

Πρόταση 11. Υπάρχουν συναρτήσεις που είναι αυστηρώς κατά τα μέσα κυρτές

χωρίς να είναι κυρτές υπό ευρεία έννοια.

ΑπόδειξηΘα χρησιμοποιήσουμε την συνάρτηση ϕ από την απόδειξη τηςΠρότα-
σης 10. Θεωρούμε επίσης τις συναρτήσεις σ με σ (x) = x2

και f = σ ○ ϕ.
Η f είναι αυστηρώς κατά τα μέσα κυρτή. Πράγματι

f (x1 + x2

2
) = (σ ○ ϕ) (x1 + x2

2
) = (ϕ(x1 + x2

2
))

2

= (1

2
(ϕ (x1) + ϕ (x2)))

2

=

= ϕ
2 (x1) + ϕ2 (x2) + 2ϕ (x1)ϕ (x2)

4
≤
(∗)

ϕ2 (x1) + ϕ2 (x2)
2

= f (x1) + f (x2)
2

Η ισότητα στην (∗) ισχύει αν και μόνο αν ϕ (x1) = ϕ (x2) δηλαδή, δεδομένου

ότι η ϕ είναι 1 − 1, όταν x1 = x2.

Η γραφική παράσταση της ϕ είναι σύνολο πυκνό στο επίπεδο όπως ισχύει

με όλες τις ασυνεχείς λύσεις της συναρτησιακής εξίσωσης του Cauchy (βλ.

[58]). Αυτό σημαίνει ότι κάθε κλειστό διάστημα ∆ απεικονίζεται από την ϕ σε

ένα πυκνό υποσύνολο του R. ΄Αρα τα τετράγωνα των τιμών της ϕ, δηλαδή οι

τιμές της f , στο ∆ απαρτίζουν ένα σύνολο πυκνό στο [0,+∞). ΄Αρα η εικόνα
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του ∆ μέσω της f δεν μπορεί να είναι κλειστό διάστημα και επομένως η f δεν

είναι συνεχής. ΄Αρα η f δεν μπορεί να είναι κυρτή υπό ευρεία έννοια αφού τότε

θα ήταν συνεχής. Ο.Ε.Δ.

Οι κατηγορίες κυρτών συναρτήσεων που έχουμε δει συνοψίζονται στο δι-

άγραμμα του Σχήματος 2.9.
Επανερχόμαστε στην απόδειξη του ότι η κατά τα μέσα κυρτότητα των συ-

νεχών συναρτήσεων συνεπάγεται την υπό ευρεία έννοια κυρτότητα:

Αλλη μια απόδειξη της Πρότασης 7 ([32] σελ. 10) Υποθέτουμε ότι η f είναι

κατά τα μέσα κυρτή και συνεχής και θα δείξουμε ότι είναι κυρτή υπό ευρεία

έννοια δηλαδή ότι για κάθε x1 < x2 απο ∆ και λ ∈ (0,1) ισχύει

f ((1 − λ)x1 + λx2) ≤ (1 − λ) f (x1) + λf (x2) ,

πράγμα που όπως έχουμε δει γεωμετρικά σημαίνει ότι η μέρος της Cf που αντι-

στοιχεί στο διάστημα (x1, x2) είναι κάτω από το αντίστοιχό τμήμα της ευθείας

που συνδέει τα A(x1, f(x1)), B(x2, f(x2)). Δηλαδή η διαφορά της f και της

συνάρτησης L(x) που αντιστοιχεί στην ευθεία των A(x1, f(x1)), B(x2, f(x2))
να είναι στο (x1, x2) αρνητική.

Ας υποθεσουμε ότι το αποδεικτέο δεν ισχύει. Τότε θα υπάρχουν x1, x2 ∈ ∆
με x1 < x2 ώστε η συνάρτηση

g (x) = f (x) − f (x2) − f (x1)
x2 − x1

(x − x1) − f (x1)

να παίρνει στο (x1, x2) και θετικές τιμές. Ας ονομάσουμεM το supremum των

θετικών τιμών της g στο [x1, x2] και x0 το infimum των τιμών x για τις οποίες

g(x) =M . Λόγω συνεχείας της g είναι g(x0) =M και αφού g(x1) = g(x2) = 0
είναι x1 < x0 < x2. ΄Εστω t > 0 με την ιδιότητα x1 < x0 − t < x0 < x0 + t < x2

ισχύει

• g (x) <M x ∈ [x0 − t, x0)

• g (x) ≤M x ∈ [x0, x0 + t]

Εδικότερα:

g (x0 − t) <M, g (x0 + t) ≤M (∗)
και επομένως:

g (x0 − t) + g (x0 + t)
2

<M = f (x0) = f (x0 − t
2

+ x0 + t
2

)

Αλλά η (∗) μας οδηγεί σε άτοπο αφού g είναι της μορφής f(x) + px + q και

επομένως κατά τα μέσα κυρτή διότι:

g (a + b
2

) = f (a + b
2

) + p(a + b
2

) + q

< 1

2
f (a) + 1

2
f (b) + p(a + b

2
) + q = 1

2
(g (a) + g (b)) .
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Σχόλιο 41. Η πρώτη απόδειξη της πρότασης 7 αν και εκτενέστερη χρησιμοποιεί

λιγότερα εργαλεία. Συγκεκριμένα στηρίζεται μόνο στην πυκνότητα των ρητών

στους πραγματικούς και όχι στην πληρότητα των πραγματικών που ουσιωδώς

χρησιμοποιεί η δεύτερη. Επομένως εξασφαλίζει ότι η πρόταση ισχύει σε κάθε

αρχιμήδειο διατεταγμένο σώμα ( [56]).

Κατά τα μέσα κυρτές

Η f είναι κατά το μέσα κυρτή στο ∆ αν
για κάθε x1,x2 από το ∆ ισχύει
f
(
x1+x2

2

)
≤ f(x1)+f(x2)

2 .

Κυρτές υπό ευρεία έννοια

Η f είναι κυρτή υπό ευρεία έννοια στο ∆ αν
για κάθε x1, x2 από το ∆ και για κάθε λ ∈ [0, 1] ισχύει
f ((1− λ)x1 + λx2) ≤ λf (x1) + (1− λ) f (x2).

Αυστηρώς κατά τα μέσα κυρτές

Η f είναι αυστηρώς κυρτή στο ∆ αν
για κάθε x1, x2 από το ∆ με x1 6= x2 ισχύει
f
(
x1+x2

2

)
< f(x1)+f(x2)

2

Αυστηρώς κυρτές υπό ευρεία έννοια

Η f είναι αυστηρώς κυρτή στο ∆ αν
για κάθε x1, x2 από το ∆ με x1 6= x2 και για κάθε λ ∈ (0, 1) ισχύει
f ((1− λ)x1 + λx2) < λf (x1) + (1− λ) f (x2)

Κυρτές

Η f είναι κυρτή στο ∆, αν
η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό του ∆

Σχήμα 2.9. Κατηγορίες κυρτών συναρτήσεων.

Σχόλιο 42. Είδαμε ότι η κατά τα μέσα κυρτότητα απαιτεί ενίσχυση για να

αναχθεί σε κυρτότητα υπό ευρεία έννοια. Υπάρχουν διάφορες κατάλληλες συν-

θήκες:

• Η συνάρτηση να είναι φραγμένη.

• Η συνάρτηση να είναι μονότονη.

• Η συνάρτηση να είναι μετρήσιμη.

Στα επόμενα δίνουμε την απόδειξη για τις δύο πρώτες. Στο [36] σελ. 221-

222 αποδεικνύεται ότι μία μετρήσιμη και κατά τα μέσα κυρτή συνάρτηση είναι

συνεχής και επομένως και κυρτή υπό ευρεία έννοια.
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Πρόταση 12. Αν μία συνάρτηση f είναι μονότονη και κατά τα μέσα κυρτή στο

διάστημα ∆ τότε είναι κυρτή υπό ευρεία έννοια στο ∆.

Απόδειξη Ας υποθέσουμε ότι η f είναι αύξουσα. Η περίπτωση της φθίνου-

σας αποδεικνύεται όμοια. Θεωρούμε x, y από το ∆ για τα οποία μπορούμε να

υποθέσουμε ότι x ≤ y και λ από το [0,1]. Θα δείξουμε ότι

f ((1 − λ)x + λy) ≤ (1 − λ) f (x) + λf (y) (∗)

Αν λ = 0 ή λ = 1 αποδεικτέα προφανώς ισχύει. ΄Εστω ότι 0 < λ < 1. Θεωρούμε

μια φθίνουσα ακολουθία ρητών (λn) που να συγκλίνει στον λ. Για όλα τα n
θα είναι λ ≤ λn και επομένως

x + λ (y − x) ≤ x + λn (y − x) (∗∗)

Στην απόδειξη της Πρότασης 7 είδαμε ότι η ανισότητα (∗) ισχύει όταν ο λ
είναι ρητός. ΄Ετσι λαμβάνοντας υπ΄ όψιν και τη μονοτονία της f έχουμε:

f ((1 − λ)x + λy) = f (x + λ (y − x)) ≤ f (x + λn (y − x)) ≤ (1 − λn) f (x)+λnf (y) ,

και παίρνοντας όρια για n→ +∞ έχουμε την (∗). Ο.Ε.Δ.

Πρόταση 13. Αν μία συνάρτηση f είναι φραγμένη και κατά τα μέσα κυρτή στο

διάστημα ∆ = (α,β) τότε είναι κυρτή υπό ευρεία έννοια στο ∆.

Απόδειξη5 Θα δείξουμε αν μια συνάρτηση είναι είναι κατά τα μέσα κυρτή και

φραγμένη στο ∆ είναι συνεχής σε αυτό οπότε το συμπέρασμα έπεται από την

Πρόταση 7. ΄Εστω x0 ∈ (α,β). Θα δείξουμε ότι η f είναι συνεχής στο x0.

Η απόδειξη διευκολύνεται αν το x0 είναι μηδέν και η συνάρτηση μηδενίζεται

σε αυτό. Για τον λόγο αυτό εργαζόμαστε όχι με την f αλλά μια κατάλληλη

παράλληλη μεταφορά της την

g (x) = f (x + x0) − f (x0) , x ∈ (α − x0, β − x0) .

Προφανώς η g είναι φραγμένη και όπως εύκολα διαπιστώνεται είναι και κατά τα

μέσα κυρτή. Θα δείξουμε ότι η g είναι συνεχής στο 0 οπότε αφού

f (x) = g (x − x0) + f (x0) , x ∈ (α,β) ,

έχουμε ότι αν η g είναι συνεχής στο 0 η f θα είναι συνεχής στο x0. Χάριν

απλότητας θέτουμε A = α − x0, B = β − x0.

Ας υποθέσουμε ότι η g δεν είναι συνεχής στο 0. Τότε δεν επαληθεύεται ο

ορισμός της συνέχειας στο 0 σύμφωνα με τον οποίο:

Για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε x ∈ (−δ, δ)∩
(A,B) ισχύει ∣g (x) − g (0)∣ < ε.

5
Η ιδέα προέρχεται από τον σύνδεσμο https://math.stackexchange.com/questions/

3637220/midpoint-convex-bounded-function-is-continuous

https://math.stackexchange.com/questions/3637220/midpoint-convex-bounded-function-is-continuous
https://math.stackexchange.com/questions/3637220/midpoint-convex-bounded-function-is-continuous
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Δηλαδή επαληθεύεται η άρνηση του προηγουμένου:

Υπάρχει ε > 0 ώστε για κάθε δ > 0 να υπάρχει x ∈
(−δ, δ) ∩ (A,B) ώστε να ισχύει ∣g (x) − g (0)∣ ≥ ε.

Θα καταλήξουμε σε άτοπο με την ακόλουθη βασική ιδέα: Η σχέση ∣g (x) − g (0)∣ ≥
ε γράφεται ∣g (x)∣ ≥ ε. Αν υποτεθεί ότι ο g(x) είναι θετικός τότε η σχέση γίνε-

ται g (x) ≥ ε. Λόγω της κατά τα μέσα κυρτότητας έχουμε:

ε ≤ g (x) = g (2x + 0

2
) ≤ g (2x) + g (0)

2
= g (2x)

2
,

δηλαδή

g (2x) ≥ 2ε (∗)

Εφαρμόζοντας την (∗) n φορές βρίσκουμε ότι

g (2nx) ≥ 2nε,

από την οποία προκύπτει ότι υπάρχει τιμή της g η οποία μπορεί να ξεπεράσει

οποιονδήποτε αριθμό αφού δοθέντος M > 0 μπορούμε να έχουμε g (2nx) ≥M
αρκεί να εξασφαλίσουμε ότι 2nε ≥M δηλαδή n ≥ lnM−ln ε

ln 2 . Ωστόσο η παραπάνω

ιδέα στηρίζεται σε δύο παραδοχές

Παραδοχή 1. Το g(x) είναι θετικό. Η παραδοχή αυτή εξασφαλίζεται

εύκολα. Αν είναι g(x) < 0 τότε αφού

0 = g (0) = g (x + (−x)
2

) ≤ g (x) + g (−x)
2

,

είναι g (x) + g (−x) ≥ 0 και g (−x) ≥ 0 ≥ −g (x). Τότε

∣g (−x)∣ = g (−x) ≥ −g (x) = ∣g (x)∣ ≥ ε.

Μπορούμε λοιπόν αντί να εργασθούμε με το x να εργασθούμε με το −x.

Παραδοχή 2. Το g (2nx) ορίζεται. Για να εξασφαλίσουμε αυτή την πα-

ραδοχή χρειάζεται το 2nx να ανήκει στο (A,B). Για να το πετύχουμε

αρκεί για τον συγκεκριμένο ε να θεωρήσουμε τον δ > 0 ώστε (− δ
2n ,

δ
2n

) ⊆
(−δ, δ) ⊆ (A,B) και να εργασθούμε με τον δ′ = δ

2n επιλέγοντας το x από

το (− δ
2n ,

δ
2n

) ώστε ∣g (x)∣ ≥ ε.

Ανακεφαλαιώνοντας: ΄Εχουμε τον ε δεδομένο. Δοθέντος τουM > 0 βρίσκουμε

n και γι αυτόν τον n παίρνουμε το (− δ
2n ,

δ
2n

) στο οποίο υπάρχει x για το οποίο

τελικά g (2nx) ≥M και επομένως καταλήγουμε σε άτοπο.

΄Αρα η αρχική f είναι συνεχής και επομένως κυρτή υπό ευρεία έννοια. Ο.Ε.Δ.
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2.4 Το 4ο θέμα του 2003.

2.4.1 Η διατύπωση του θέματος

Στις εξετάσεις του έτους 2003 δόθηκε το ακόλουθο θέμα:

΄Εστω μία συνάρτηση f συνεχής σ΄ένα διάστημα [α,β] που έχει

συνεχή δεύτερη παράγωγο στο (α,β). Αν ισχύει f (α) = f (β) = 0
και υπάρχουν αριθμοί γ ∈ (α,β), δ ∈ (α,β) έτσι ώστε f (γ) ⋅f (δ) <
0 να αποδείξετε ότι:

1. Υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης f (x) = 0 στο

διάστημα (α,β).
2. Υπάρχουν σημεία ξ1, ξ2 ∈ (α,β) τέτοια ώστε f ′′ (ξ1) < 0 και

f ′′ (ξ2) > 0.

3. Υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο καμπής της γραφικής πα-

ράστασης της f .

2.4.2 Γιατί το θέμα ήταν λάθος.

Το θέμα αυτό είναι λάθος. Διότι ο μόνος ορισμός που μπορούμε να δεχθού-

με στις εξετάσεις για τα σημεία καμπής είναι εκείνος του σχολικού βιβλίου. ΄Ενα

αντιπαράδειγμα είναι το ακόλουθο.

Παράδειγμα 23.

΄Εστω η συνάρτηση f ∶ [−2,2]→ R με

f (x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−2x3 − 6x2 − 5x − 2 , −2 ≤ x ≤ −1
x , −1 < x < 1

−2x3 + 6x2 − 5x + 2 , 1 ≤ x ≤ 2

Η γραφική της παράσταση είναι:

Ο−2 2

Η πρώτη παράγωγος της είναι:

f ′ (x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−6x2 − 12x − 5 , −2 ≤ x ≤ −1
1 , −1 < x < 1

−6x2 + 12x − 5 , 1 ≤ x ≤ 2
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Η δεύτερη παράγωγος είναι:

f ′′ (x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−12x − 12 , −2 ≤ x ≤ −1
0 , −1 < x < 1

−12x + 12 , 1 ≤ x ≤ 2

και εύκολα διαπιστώνεται ότι η f δεν έχει σημεία καμπής.

2.4.3 Η υπεκφυγή του γενικού ορισμού.

Γύρω από το συγκεκριμένο θέμα γράφτηκε μια μελανή σελίδα στην ιστορία

των πανελληνίων εξετάσεων. Η επιτροπή εξετάσεων έστειλε μια εσφαλμένη

λύση (σύμφωνα με την οποία η αλλαγή προσήμου της δεύτερης παραγώγου συ-

νεπάγεται την ύπαρξη σημείου καμπής) και αρνήθηκε να παραδεχθεί ότι το θέμα

ήταν λάθος. Την ίδια θέση υιοθέτησε και το Υπουργείο Παιδείας. Ζητήθηκε α-

πό τους βαθμολογητές να διορθώσουν τα γραπτά με βάση την εσφαλμένη λύση.

Το τότε (2003) Διοικητικό Συμβούλιο της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας

απέφυγε να τοποθετηθεί επί της ουσίας προσφέροντας έτσι κάλυψη στην επι-

τροπή εξετάσεων
6
. Από την επιτροπή των εξετάσεων επινοήθηκε και η εξής

«γραμμή» υπεράσπισης του λάθος θέματος. Ελέχθη ότι ναι μεν το θέμα δεν

είναι σωστό με βάση τον ορισμό του σχολικού βιβλίου αλλά δεν είναι μαθημα-

τικά εσφαλμένο αν υιοθετήσουμε άλλο ορισμό. Ο ορισμός που προτάθηκε ήταν

ακριβώς εκείνος της κυρτής υπό ευρεία έννοια που επιτρέπει μέρη της γραφι-

κής παράστασης να είναι ευθείες και παρέκαμπτε τα πρώτα αντιπαραδείγματα.

Ωστόσο όπως απέδειξαν τότε αρκετοί μαθηματικοί ούτε με τον πιο γενικό, άρα

και πιο χαλαρό, ορισμό το θέμα ήταν σωστό.

2.4.4 Γιατί το θέμα ήταν λάθος ακόμη και με τον γενικό

ορισμό.

Σε αυτή την ενότητα και μόνον θα υιοθετήσουμε τις ακόλουθες πα-
ραδοχές:

• Ως κυρτές συναρτήσεις θεωρούμε εκείνες που είναι κυρτές υπό ευρεία

έννοια και κοίλες εκείνες που προκύπτουν με αντιστροφή της ανισότητας

(οι ευθείες είναι κυρτές και κοίλες).

• Ως θέσεις καμπής θεωρούμε εκείνα τα x0 για τα οποία σε κάποιο διάστη-

μα (a, x0) η συνάρτηση είναι κυρτή (αντιστοίχως κοίλη) και σε κάποιο

διάστημα (x0, b) η συνάρτηση είναι κοίλη (αντιστοίχως κυρτή). Φυσικά

και όλα τα εσωτερικά σημεία ευθυγράμμων τμημάτων που τυχόν ανήκουν

στην γραφική παράσταση θεωρούνται σημεία καμπής.

6
Βλ. Λακασάς, Α. ΄Ετσι συγκάλυψαν την γκάφα με το λάθος θέμα Μαθηματικών.

Εφημερίδα Η ΚΑΘΗΜΕΡΙΝΗ 8-6-2003 https://www.kathimerini.gr/society/153151/
etsi-sygkalypsan-tin-gkafa-me-to-lathos-thema-ton-mathimatikon/

https://www.kathimerini.gr/society/153151/etsi-sygkalypsan-tin-gkafa-me-to-lathos-thema-ton-mathimatikon/
https://www.kathimerini.gr/society/153151/etsi-sygkalypsan-tin-gkafa-me-to-lathos-thema-ton-mathimatikon/
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Με αυτές τις παραδοχές θα αποδείξουμε το ακόλουθο:

Πρόταση 14. Υπάρχει διάστημα [α,β] και συνάρτηση f δύο φορές παραγω-

γίσιμη στο [α,β] με συνεχή δεύτερη παράγωγο τέτοια ώστε

• f(α) = f(β) = 0

• f(γ) > 0, f(δ) < 0 για κάποια γ, δ ∈ (α,β)

η οποία δεν έχει σημεία καμπής.

2.4.4.1 Πρώτη προσέγγιση για την απόδειξη της Πρότασης
14.

Στα επόμενα αναπτύσσεται μια σχετικά απλή απόδειξη
7
του ότι ακόμη και

με τον γενικότερο ορισμό το 4ο θέμα του 2003 ήταν λάθος.

Για την απόδειξη θα χρησιμοποιήσουμε το σύνολο C του Cantor. Υπενθυ-

μίζεται ([7] σελ. 25, [38] σελ. 41) ότι το σύνολο του Cantor απαρτίζεται από

εκείνα τα στοιχεία του διαστήματος [0,1] τα οποία μπορούν να γραφούν ως

∞
∑
n=1

an
3n

(⧫)

όπου an = 0 ή an = 2. Α σημειωθεί ότι η τριαδική παράσταση (όπως και η

δεκαδική) δεν είναι μονοσήμαντα ορισμένες εκτός αν τεθούν επιπλέον συνθήκες.

΄Ετσι μολονότι

1

3
= 1

3
+ 0

32
+ 0

33
+ ...

ο
1
3 ανήκει στο σύνολο του Cantor αφού

1

3
= 0

3
+ 2

32
+ 2

33
+ ...

και επομένως είναι αριθμός της μορφής (⧫).
Το σύνολο του Cantor κατασκευάζεται ως εξής: Θέτουμε I0 = [0,1]. Χω-

ρίζουμε το I0 σε τρία ισομήκη διαστήματα με άκρα

0,
1

3
,

1

3
,
2

3
,

2

3
,1

. ΄Ετσι

I0 = [0,1] = [0, 1

3
]

²
K1,1

∪ (1

3
,
2

3
)

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
A1,1

∪ [2

3
,1]

²
K1,2

7
Η ιδέα της απόδειξης οφείλεται στον Δρ. Κωνσταντίνο Γκότση μέλος ΕΔΙΠ στο Τμήμα

Μαθηματικών Πανεπιστημίου Αθηνών ο οποίος μου την ανέφερε σε επικοινωνία μας την ίδια

ημέρα των εξετάσεων (29-5-2003).
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Αφαιρούμε από το I0 το μεσαίο διάστημα ∆1,1 = (1
3 ,

2
3
) . και έχουμε έτσι το

σύνολο

I1 = I0 −A1,1 = [0, 1

3
]

²
K1,1

∪ [2

3
,1]

²
K1,2

Χωρίζουμε κάθε ένα από τα δύο κλειστά διαστήματα K1,1 και K1,2 σε τρία

ισομήκη διαστήματα με άκρα αντίστοιχα:

0,
1

9
,

1

9
,
2

9
,

2

9
,
3

9
και

6

9
,
7

9
,

7

9
,
8

9
,

8

9
,1

αντιστοίχως. Είναι:

I1 = [0, 1

9
]

²
K2,1

∪ (1

9
,
2

9
)

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
A2,1

∪ [2

9
,
3

9
]

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
K2,2

∪ [6

9
,
7

9
]

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
K2,3

∪ ( 7

9
,
8

9
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A2,2

∪ [8

9
,1]

²
K2,4

Στη συνέχεια αφαιρούμε τα δύο μεσαία διαστήματα κάθε τριάδας δηλαδή τα

ανοικτά διαστήματα

A2,1 = (1

9
,
2

9
) ,A2,2 = (7

9
,
8

9
) .

Απομένει το σύνολο

I2 = [0, 1

9
]

²
K2,1

∪ [2

9
,
3

9
]

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
K2,2

∪ [6

9
,
7

9
]

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
K2,3

∪ [8

9
,1]

²
K2,4

Συνεχίζουμε με αυτό τον τρόπο χωρίζοντας τα διαστήματα που έχουν απομείνει

σε τρία ισομήκη διαστήματα και αφαιρώντας τα εσωτερικά σημεία των μεσαίων

διαστημάτων. ΄Ετσι σχηματίζουμε μια ακολουθία συνόλων:

I0 ⊇ I1 ⊇ I2 ⊇ ... ⊇ Iν ⊇ Iν+1 ⊇ ...

Το Iν είναι ένωση 2ν κλειστών ξένων διαστημάτων μήκους
1
3ν . Το Iν+1 προ-

κύπτει από το Iν με τριχοτόμηση των 2ν διαστημάτων που το απαρτίζουν,

αφαίρεση των εσωτερικών σημείων των 2ν μεσαίων διαστημάτων

Aν,1, Aν,2, ... ,Aν,2ν

που οδηγεί σε διπλασιασμό των υπαρχόντων διαστημάτων δηλαδή σε 2⋅2ν = 2ν+1

που το κάθε ένα έχει μήκος το
1
3 του προηγουμένου μήκους δηλαδή

1
3 ⋅

1
3ν =

1
3ν+1 .

Κάθε Iν περιέχει τα 0 και 1. Επομένως η τομή τους
∞
⋂
ν=0

Iν των Iν είναι μη κενό

σύνολο. Πρόκειται για το σύνολο C του Cantor. Το σύνολο C έχει πολλές

ενδιαφέρουσες ιδιότητες που κάποιες θα χρησιμοποιήσουμε εκ των ενόντων στα

επόμενα.
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2.4.4.1.1 1η Απόδειξη της πρότασης 14. Η ιδέα της απόδειξης είναι

να δημιουργήσουμε την συνάρτηση μας εκκινώντας από μία συνεχή μεν αλλά

«κακή» δεύτερη παράγωγο που να μην «επιτρέπει» την ύπαρξη σημείων καμπής.

Για τον σκοπό αυτό θεωρούμε την συνάρτηση g ∶ [0,1] → R που ορίζεται ως

εξής:

1. g(x) = 0 για κάθε x ∈ C.

2. g(x) = (−1)ν (∣x − aν,µ+bν,µ
2 ∣ − bν,µ−aν,µ

2 ) αν x ∈ Aν,µ = (aν,µ, bν,µ), µ =
1,2, ...2ν−1

όπου Aν,µ είναι το µ−οστό ανοικτό διάστημα που αφαιρείται

στο ν−οστό βήμα σχηματισμου του συνόλου του Cantor.

Η γραφική παράσταση της g προκυπτει αν σε κάθε αφαιρούμενο διάστημα το-

ποθετήσουμε ένα ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο που έχει το τμήμα που ορίζει

το διάστημα ως υποτείνουσα

• Προς τα άνω αν πρόκειται για διάστημα που αφαιρείται στην 1η, 3η, 5η,

... φάση σχηματισμού του συνόλου του Cantor

• προς τα κάτω αν αφαιρείται κατά την 2η, 4η, 6η, .. φάση.

Σχήμα 2.10. Η συνάρτηση g.

Η συνάρτηση g είναι συνεχής. Αυτό διότι:

1. Είναι προφανώς συνεχής σε κάθε x0 που ανήκει σε κάποιο από τα ανοικτά

διαστήματα Aν,µ.

2. ΄Εστω τώρα x0 ∈ C και ε > 0. ΄Εστω ότι για κάποιο x ∈ [0,1] ισχύει

∣x − x0∣ < ε. Για το x διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

(αʹ) x ∈ C. Τότε ∣g(x)∣ = 0 < ε.
(βʹ) x ∈ [0,1] − C. Τότε το x ανήκει σε κάποιο διάστημα Aν,µ. ΄Εστω

(Σχήμα 2.11) p το εγγύτερο προς το x άκρο του Aν,µ (αν το x είναι
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μέσο του Aν,µ επιλέγουμε ως p ένα οποιοδήποτε από τα δύο άκρα

του). Τότε ∣g(x)∣ = ∣p − x∣ < ∣x0 − x∣ < ε. ΄Αρα για το τυχόν ε > 0
υπάρχει δ = ε ώστε αν ∣x−x0∣ < δ να είναι ∣g(x)−g(x0)∣ = ∣g(x)∣ < ε.
Επομένως και σε αυτή την περίπτωση η g είναι συνεχής στο x0.

Σχήμα 2.11. Η g είναι συνεχής.

΄Εστω τώρα η συνάρτηση h ∶ [0,1]→ R με:

h (x) = ∫
x

0
(∫

u

0
g (t)dt)du − x∫

1

0
(∫

u

0
g (t)dt)du.

Η h είναι προφανώς δύο φορές παραγωγίσιμη στο [0,1] και έχει δεύτερη πα-

ράγωγο την συνεχή g. Επίσης h(0) = h(1) = 0.
΄Εστω ∆ = [−1,1] και f η συνάρτηση που ορίζεται στο ∆ με την βοήθεια

της h επεκτείνοντας την στο [−1,0) με μία συμμετρία ως προς την αρχή των

αξόνων. Δηλαδή ορίζουμε:

f(x) = { −h (−x) , −1 ≤ x < 0
h (x) , 0 ≤ x ≤ 1

Ισχύει

f ′ (0−) = lim
x→0−

f (x) − f (0)
x − 0

= lim
x→0−

h (−x)
−x = lim

x→0+
h (x)
x

= lim
x→0+

f (x) − f (0)
x − 0

= f ′ (0+)

και αφού η f είναι παραγωγίσιμη και σε όλα τα μη μηδενικά σημεία του [−1,1]
είναι και παραγωγίσιμη είναι δε:

f ′(x) = { h′ (−x) , −1 ≤ x < 0
h′ (x) , 0 ≤ x ≤ 1
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Επίσης

f ′′ (0−) = lim
x→0−

f ′ (x) − f ′ (0)
x − 0

= lim
x→0−

h′ (−x) − h′ (0)
x

=
( 0
0
)

lim
x→0−

(−h′′ (−x)) = lim
x→0−

(−g′ (−x)) = 0 = f ′′ (0+)

Επομένως η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με δεύτερη παράγωγο την

f ′′(x) = { −g (−x) , −1 ≤ x < 0
g (x) , 0 ≤ x ≤ 1

η οποία είναι συνεχής. Τέλος η f δεν είναι παντού μηδέν στο [0,1] διότι αν

ήταν θα ήταν και η δεύτερη παράγωγος της κάτι που προφανώς είναι άτοπο.

΄Αρα στο (0,1) παίρνει μία μη μηδενική τιμή και λόγω συμμετρίας στο (−1,0)
παίρνει την αντίθετη της.

Συνοψίζοντας η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα [α,β] = [−1,1]
με συνεχή δεύτερη παράγωγο, f (α) = f (β) = 0 και υπάρχουν γ, δ ∈ (α,β)
ώστε f(γ) > 0, f(δ) < 0.
Θα δείξουμε ότι η f δεν έχει σημεία καμπής. Για τον σκοπό αυτό αρκεί να

αποδείξουμε ότι η f δεν παρουσιάζει καμπή σε κανένα σημείο του [0,1] οπότε

λόγω συμμετρίας δεν μπορεί να παρουσιάζει καμπή ούτε στο [−1,0). ΄Εστω

λοιπόν x0 ∈ [0,1]. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

x0 ∉ C. Τότε το x0 ανήκει σε κάποιο ανοικτό διάστημα Aν,µ στο οποίο η δε-

ύτερη παράγωγος της f δηλαδή η g παίρνει μόνο θετικές ή μόνο αρνητικές

τιμές και επομένως δεν μπορεί να έχουμε καμπή στο x0.

x0 ∈ C. Στην περίπτωση αυτή θεωρούμε ένα οποιοδήποτε ανοικτό διάστημα S
που περιέχεται στο [0,1] και του οποίου το ένα άκρο είναι το x0. ΄Εστω

s το μήκος του διαστήματος S. Αφού το x0 ανήκει στο C τότε ανήκει

σε όλα τα Iν και για κάθε ν. Αυτό σημαίνει ότι για κάθε ν Θα ανήκει

πάντα σε κάποιο διάστημα Kν,µ το οποίο έχει μήκος
1
3ν . Αν θεωρήσουμε

ν0 ώστε
1

3ν0 < s τότε και για κάθε ν > ν0 θα είναι
1
3ν < s συνεπώς

για ν > ν0 το S θα έχει και σημεία εκτός του Kν,µ που θα ανήκουν σε

κάποιο Aν,µ. Σε αυτά για ν περιττό η g θα παίρνει θετικές τιμές και για

ν άρτιο παίρνει αρνητικές. ΄Αρα σε κάθε ανοικτό διάστημα με άκρο το x0

η δεύτερη παράγωγος της f παίρνει ετερόσημες τιμές.

Από τις δύο παραπάνω περιπτώσεις συνάγουμε ότι σε κανένα σημείο του [0,1]
η f δεν έχει καμπή. Ο.Ε.Δ.

2.4.4.2 Δεύτερη προσέγγιση για την απόδειξη της Πρότασης
14.

Η προσέγγιση αυτή χρησιμοποιεί περισσότερες προκαταρκτικές έννοιες από

την προηγούμενη. Θα εργασθούμε αυτή τη φορά στο διάστημα I = [0,1]. Ας
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θεωρήσουμε τον διανυσματικό χώρο C2 [0,1] των συναρτήσεων f ∶ I → R
που είναι δύο φορές παραγωγίσιμες με συνεχή δεύτερη παράγωγο. Αν για μία

συνεχή συνάρτηση g στο I ορίσουμε

∣∣g∣∣∞ = sup{∣g (x)∣ ∶ x ∈ I} = max{∣g (x)∣ ∶ x ∈ I}

την sup στάθμη8 (norm) τότε το C2 [0,1] εφοδιασμένο με την στάθμη (norm):

∣∣ f ∣∣C2 = ∣∣f ∣∣∞ + ∣∣f ′∣∣∞ + ∣∣f ′′∣∣∞ ,

είναι ([14] σελ 316) χώρος Banach (πλήρης σταθμισμένος χώρος(αλλιώς πλήρης

χώρος με norm) ).

Ας σημειωθεί ότι η ∣∣ ...∣∣C2 είναι ισχυρότερη από την ∣∣...∣∣∞. Επίσης ενώ

η ∣∣...∣∣∞ επιδέχεται μια άμεση γεωμετρική ερμηνεία αυτό δεν συμβαίνει με την

∣∣ ...∣∣C2 . Για παράδειγμα ως προς την ∣∣...∣∣∞ η σφαίρα B με κέντρο την x και

ακτίνα 1 περιλαμβάνει όλες τις συναρτήσεις που η γραφική τους παράσταση

βρίσκεται στην ταινία που προκύπτει αν μετατοπίσουμε άνω-κάτω την x κατά 1.
Η B περιέχει την συνάρτηση x5

αλλά όχι την ex (Σχήμα 2.12) η οποία απέχει

από την x, ως προς την ∣∣...∣∣∞, απόσταση μεγαλύτερη τοψ 1. Ωστόσο ως προς

την ∣∣ ...∣∣C2 η ex βρίσκεται στην x εγγύτερα της x5
.

Σχήμα 2.12. Η B είναι η σφαίρα με κέντρο την x και ακτίνα 1 ως προς την
∣∣...∣∣

∞
.

8
Την απόδοση του όρου norm ως στάθμη την έμαθα από τον αείμνηστο Καθηγητή Ανδρέα

Ζαχαρίου.
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2.4.4.2.1 2η Απόδειξη της πρότασης 14. ΄Εστω το σύνολοM όλων

των συναρτήσεων του C2 [0,1] που:

• Μηδενίζονται στα 0, 1 και είναι δύο φορές παραγωγίσιμες

• έχουν συνεχή δεύτερη παράγωγο

• f (1
4
) = −1, f (1

4
) = 1.

Σημειώνεται ότι το M δεν είναι υπόχωρος του χώρου Banach C2 [0,1] διότι

δεν είναι διανυσματικός χώρος αλλά απλώς είναι μετρικός χώρος με απόσταση

την

d (ϕ,σ) = ∣∣ ϕ − σ∣∣C2 .

Θα δείξουμε ότι κάποια από τις συναρτήσεις του M δεν έχει σημείο καμπής και

έτσι θα έχουμε αποδείξει την Πρόταση 14.

Λήμμα 2. Ο μετρικός χώρος M είναι πλήρης.

Απόδειξη Αν θεωρήσουμε μια ακολουθία (fn) στοιχείων του M η οποία

συγκλίνει σε κάποια συνάρτηση f του C2 [0,1] ως προς την στάθμη ∣∣ f ∣∣C2 .

Προφανώς η ακολουθία των τιμών της (fn) στα 0, 1, 1
4 ,

3
4 συγκλίνει στις

τιμές της f στα σημεία αυτά και επομένως f (0) = f (1) = 0 και , f (1
4
) = −1,

, f (3
4
) = 1. ΄Αρα η f ανήκει στο M . Επομένως το M είναι κλειστό υποσύνολο

του πλήρους μετρικού χώρου C2 [0,1]. Επομένως είναι, ως μετρικός χώρος,

πλήρης. Ο.Ε.Δ.

Αν μία συνάρτηση ϕ του M έχει καμπή στο x0 ∈ (0,1) τότε θα υπάρχουν

a, b με 0 < a < x0 < b < 1 ώστε στο διάστημα (a, x0) η συνάρτηση είναι κυρτή

(αντιστοίχως κοίλη) και στο διάστημα (x0, b) είναι κοίλη (αντιστοίχως κυρτή).

Επομένως θα υπάρχουν ρητοί p, q με 0 < a < p < x0 < q < 1 ώστε η ϕ να

είναι κυρτή (αντιστοίχως κοίλη) στο (p, x0) και κοίλη (αντιστοίχως κυρτή) στο

(x0, q). Για καθε ζεύγος ρητων p, q με 0 < p < q < 1 συμβολίζουμε:

• με Ap,q το σύνολο των ϕ ∈M οι οποίες είναι κοίλες σε κάποιο διάστημα

(p, x0) ⊂ (p, q) και κυρτές στο (x0, q),

• με ∆p,q το σύνολο των ϕ ∈M οι οποίες είναι κυρτές σε κάποιο διάστημα

(p, x0) ⊂ (p, q) και κοίλες στο (x0, q) .

Κάθε συνάρτηση που έχει καμπή θα ανήκει τουλάχιστον σε ένα Ap,q ή σε ένα

∆p,q. Φυσικά αν μία συνάρτηση ανήκει σε κάποιο από τα Ap,q ανήκει σε άπειρα

από αυτά και το αυτό ισχύει αν ανήκει σε κάποιο από τα ∆p,q. Τέλος δεν

αποκλείεται μια συνάρτηση να ανήκει σε σύνολα και των δύο κατηγοριών.

Η γενική ιδέα της απόδειξης είναι να εξασφαλίσουμε ότι κάθε ένα από τα

Ap,q, ∆p,q είναι αραιό ή αλλιώς πουθενά πυκνό σύνολο. Υπενθυμίζεται ότι

ένα σύνολο W ενός μετρικού (και γενικότερα τοπολογικού) χώρου ονομάζεται
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αραιό ή πουθενά πυκνό (rare, nowhere dense) αν η κλειστότητα (closure) του

W δεν περιέχει κανένα ανοικτό σύνολο. ΄Η, ισοδύναμα για μετρικούς χώρους,

([41] σελ. 74) αν κάθε ανοικτή σφαίρα περιέχει μία ανοικτή σφαίρα ξένη προς

το W . Τότε από το θεώρημα κατηγορίας του Baire ([41] κεφ. 2 ενότητα 12,

[7] κεφ. 9, [62] σελ. 54-55) η ένωση των Ap,q, ∆p,q, που είναι αριθμήσιμα το

πλήθος, δεν μπορεί να δωσει τον πλήρη μετρικό χώρο M και κατά συνέπεια

θα υπάρχει συνάρτηση στο M που δεν θα ανήκει σε κανένα Ap,q, ∆p,q και

επομένως δεν έχει σημείο καμπής.

Θα δείξουμε ότι το τυχόν Ap,q είναι αραιό. Η απόδειξη για τα ∆p,q είναι

όμοια
9
. ΄Εστω

S(f, ρ) = {g ∈M ∶ ∣ ∣f − g∣ ∣C2 < ρ} ,
μια οποιαδήποτε σφαίρα του M με κεντρο την f και ακτίνα ρ. Θα δείξουμε

ότι αυτή περιέχει κάποια σφαίρα ξένη προς το Ap,q. Αν η S(f, ρ) δεν περιέχει

κανένα στοιχείο του Ap,q έχουμε τελειώσει. Αν όχι τότε θεωρούμε ϕ ∈ S(f, ρ)
τέτοια ώστε ϕ ∈ Ap,q. Θεωρούμε τώρα σφαίρα

S(ϕ, r) = {g ∈M ∶ ∣ ∣ϕ − g∣ ∣C2 < r} ⊆ S(f, ρ).

Η απόδειξη θα ολοκληρωθεί με βήματα ως εξής (βλ. και Σχήμα 2.13).

Σχήμα 2.13. Η διάταξη για την απόδειξη του ότι το Ap,q είναι αραιό.

• Αποδεικνύεται πρώτα ότι η S(ϕ, r) περιέχει κάποιο σ που δεν ανήκει στο

Ap,q (Λήμμα 3).

9
Επίσης μπορεί να γίνει με βάση την παρατήρηση ότι κάθε ∆p,q προκύπει από ένα Ap,q

μέσω ενός μετασχηματισμού ϕ→ −ϕ + 2ϕ (x0).
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• Στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι η S(ϕ, r) (επομένως και η S(f, ρ)) πε-

ριέχει σφαίρα S (σ, t) ξένη προς το Ap,q. Αυτό γίνεται στο Λήμμα 5 για

την απόδειξη του οποίου θα χρησιμοποιήσουμε το Λήμμα 4.

Λήμμα 3. Η S(ϕ, r) περιέχει σ ∉ Ap,q.

Απόδειξη Υπάρχει x0 ∈ Ap,q ώστε η ϕ να είναι κοίλη στο (p, x0) και κυρτή στο

(x0, q). Η ύπαρξη της σ θα εξασφαλιστεί κατασκευαστικά «χειρουργώντας»

την ϕ. Θα δημιουργήσουμε ένα εξόγκωμα στην ϕ κατά τρόπο ώστε η νέα

συνάρτηση σ που θα προκύψει να εξακολουθεί να ανήκει στην S(ϕ, r) αλλά

να είναι κυρτή και σε κάποιο ανοικτό υποδιάστημα του (p, x0) οπότε η σ θα

παρουσιάζει την εναλλαγή κοίλη, κυρτή, κοίλη κυρτή και δεν θα ανήκει στο

Ap,q. Για την δημιουργία του εξογκώματος θα χρησιμοποιήσουμε ως βάση την

συνάρτηση

b (x) = { (1 − x2)3 ∣x∣ < 1

0 ∣x∣ ≥ 1

μέσω κατάλληλης μετατροπής.

Κατ΄ αρχάς δείχνουμε ότι η συνάρτηση b είναι δύο φορές παραγωγίσιμη

με συνεχή δεύτερη παράγωγο. Για x ∈ (−1,1) είναι b′ (x) = −6x (1 − x2)2
,

b′′ (x) = 6 (1 − x2) (5x2 − 1) ενώ στο (−∞,−1) ∪ (1,+∞) οι παράγωγοι της b
είναι μηδέν. Επίσης:

lim
x→1−

b (x) − b (1)
x − 1

= lim
x→1−

(1 − x2)3

x − 1
= 0

lim
x→1−

b′ (x) − b′ (1)
x − 1

= lim
x→1−

−6x (1 − x2)2

x − 1
= 0

και επομένως η b είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 1 με παραγώγους μηδέν

και το αυτό ισχύει στο −1. ΄Αρα:

b′ (x) = { −6x (1 − x2)2 ∣x∣ < 1

0 ∣x∣ ⩾ 1

και

b′′ (x) = { 6 (1 − x2) (5x2 − 1) ∣x∣ < 1

0 ∣x∣ ⩾ 1
,

η οποία είναι και συνεχής.

Θα προσαρμόσουμε την b κατάλληλα μετασχηματίζοντας την μέσω ομοπα-

ραλληλικού μετασχηματισμού με δύο παραμέτρους:

bd,h (x) = hb(
x

d
) .

Με τα d, h ελέγχουμε το πλάτος και το ύψος του εξογκώματος (Σχήμα 2.14).

Είναι
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Σχήμα 2.14. Οι συναρτήσεις b και bd,h.

b′d,h (x) = −6h
x

d6
(d2 − x2)2

, b′′d,h (x) = −
6h

d6
(d2 − x2) (d2 − 5x2) ,

και στο (−d, d) είναι

b′′′d,h (x) =
24hx

d6
(3d2 − 5x2) .

Από τη μελέτη της bd,h και των παραγώγων της (Βλ. διάγραμμα στο Σχήμα
2.15) προκύπτει ότι:

∣∣bd,h∣∣∞ = h, ∣∣b′d,h∣∣∞ = ( 96

125

√
5) h

d
, ∣∣b′′d,h∣∣∞ = 24

5

h

d2

και επομένως

∣∣bd,h∣∣C2
= (125d2 + 96

√
5d + 600

125d2
)h (2.2)

Θα επιλέξουμε x1, x2 από το (p, q) και d > 0 με

p < x1 − d < x1 < x1 + d < x0 − d < x0 < x0 + d < x2 − d < x2 < x2 + d < q (2.3)

ώστε αν

• πάρουμε την −bd,h που είναι κυρτή, και την bd,h που είναι κοίλη

• τις μεταφέρουμε κατά v⃗ = (x1,0), u⃗ = (x2,0) δημιουργώντας τις −bd,h (x − x1),
bd,h (x − x2) και
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x
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bd,h (x)

−d −
√

15
5 d −

√
5

5 d 0
√
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√
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5 d d
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h
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5
h
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h
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√
596h
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√
5 − 96h
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√
5− 96h

125d

√
5 00

0
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hh

00

Σχήμα 2.15. Οι μεταβολές της συνάρτησης bd,h (x) στο (−d, d).

• τις προσθέσουμε στην ϕ

ώστε να έχουμε μια συνάρτηση σ (βλ. και Σχήμα 2.16) με

σ (x) = ϕ (x) − bd,h (x − x1) + bd,h (x − x2) ,

που

• κοντά στο x1 να είναι αυστηρώς κυρτή, κοντά στο x2 να είναι αυστηρώς

κοίλη επομένως να μην ανήκει στο Ap,q και

• να απέχει ως προς την στάθμη ∣∣...∣∣C2
από την ϕ απόσταση μικρότερη του

r.

Είναι

ϕ (x) − σ (x) = bd,h (x − x1) − bd,h (x − x2) .

Αλλά οι bd,h (x − x1), −bd,h (x − x2) έχουν, ως παράλληλη μεταφορά της bd,h (x),
την ίδια C2-στάθμη με αυτήν και επιπλέον επειδή τα διαστήματα που οι bd,h (x − x1),
−bd,h (x − x2) δεν μηδενίζονται είναι ξένα θα είναι

∣∣ϕ (x) − σ (x)∣∣C2
= ∣∣bd,h (x − x1) − bd,h (x − x2)∣∣C2

= ∣∣bd,h (x)∣∣C2
.

Για να εξασφαλίσουμε δε ότι η σ είναι γνησίως κυρτή κοντά στο x1 και γνησίως

κοίλη κοντά στο x2 αρκεί να εξασφαλίσουμε ότι σ′′ (x1) > 0 και σ′′ (x2) < 0
δηλαδή ότι ∣b′′d,h (0)∣ > ∣ϕ′′ (x1)∣ και ∣b′′d,h (0)∣ > ∣ϕ′′ (x2)∣. Για να εξασφαλίσουμε

ότι η σ ανήκει στην S(ϕ, r) θέλουμε ∣∣bd,h (x)∣∣C2
< r.

Οι παραπάνω απαιτήσεις συνοψίζονται στις

6
h

d2
> ∣ϕ′′ (x1)∣ , 6

h

d2
> ∣ϕ′′ (x2)∣ (2.4)
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Σχήμα 2.16. Οι συναρτήσεις ϕ(x) και ϕ(x) − bd,h(x − x1) + bd,h(x − x2).

(125d2 + 96
√

5d + 600

125d2
)h < r (2.5)

Αρκεί λοιπόν να εξασφαλισθεί ότι

max(∣ϕ′′ (x1)∣
6

,
∣ϕ′′ (x2)∣

6
)d2 < h < 125d2

125d2 + 96
√

5d + 600
r (2.6)

Κατ΄ αρχάς εξασφαλίζουμε ότι

max(∣ϕ′′ (x1)∣
6

,
∣ϕ′′ (x2)∣

6
) < 125d2

125d2 + 96
√

5d + 600
r. (2.7)

Λόγω της 2.3 θα είναι 0 < d < k όπου

k = q − p
6

.

Αν θεωρήσουμε την συνάρτηση που εμφανίζετα στο β΄ μέλους της 2.7

w (x) = 125

125x2 + 96
√

5x + 600
,

η w στο [0, k] είναι γνησίως φθίνουσα επομένως w (k) ≤ w (x) ≤ w (0). Επειδή

η ϕ έχει καμπή στο x0 και η ϕ′′ είναι συνεχής έχουμε

lim
x→x−0

∣ϕ′′ (x)∣
6

= lim
x→x+0

∣ϕ′′ (x)∣
6

= ∣ϕ′′ (x0)∣
6

= 0,
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επομένως υπάρχουν x1, x2 με p < x1 < x0 < x2 < q ώστε

∣ϕ′′ (x1)∣
6

< w (k) , ∣ϕ′′ (x1)∣
6

< w (k) .

Στη συνέχεια επιλέγουμε d από το ((0, k) ώστε

d < 1

2
min(x1 − p,

x0 − x1

2
,
x2 − x0

2
, p − x2) .

Για αυτά τα x1, x2, d εξασφαλίζεται η ισχύς των 2.3 και 2.7. Πολλαπλασι-

άζοντας και τα δύο μέλη της τελευταίας με d2
και παρεμβάλλοντας κατάλληλο

h έχουμε εξασφαλίσει την ύπαρξη των x1, x2 d, h. Ο.Ε.Δ.

Θα χρειαστούμε το ακόλουθο:

Λήμμα 4. ΄Εστω διάστημα I = [a, b] και F , G δύο συναρτήσεις ορισμένες στο I
που είναι δύο φορές παραγωγίσιμες με συνεχή δεύτερη παράγωγο. Αν η F είναι

γνησίως κυρτή (αντ. κοίλη) στο I, F ′′ (c) = s ≠ 0 και ∣F ′′ (c) −G′′ (c) ∣ < ∣s∣2
τότε υπάρχει κάποιο ανοικτό υποδιάστημα J του I στο οποίο η G είναι γνησίως

κυρτή (αντ. κοίλη).

Απόδειξη Από την υπόθεση έχουμε:

F ′′ (c) − ∣s∣
2
< G′′ (c) < F ′′ (c) + ∣s∣

2

Αν η F είναι γνησίως κυρτή θα είναι s > 0 και επομένως έχουμε

s

2
< G′′ (c) < 3s

2
,

από την οποία προκύπτει ότι G′′ (c) > 0. Αυτό σημαίνει ότι σε κάποιο εσωτερικό

σημείο του I η G′′
είναι θετική άρα και σε καποιο ανοικτό υποδιάστημα του I.

Αν η F είναι γνησίως κοίλη θα καταλήξουμε στην
3s
2 < G′′ (c) < s

2 και στο

ανάλογο συμπέρασμα. Ο.Ε.Δ.

Λήμμα 5. Υπάρχει σφαίρα S (σ, t) ⊆ S(ϕ, r) ξένη προς το Ap,q.

Απόδειξη Παρατηρούμε ότι από την κατασκευή της σ υπάρχουν υποδιαστήματα

I ′ = [a′, b′], I ′′ = [a′′, b′′] του (p, q) με b′ < a′′ ώστε η σ στο I ′ να είναι γνησίως

κυρτή και στο I ′′ γνησίως κοίλη. ΄Εστω c′ ∈ I ′ ,c′′ ∈ I ′′ με σ′′ (c′)σ′′ (c′′) ≠ 0.
΄Εστω δ = ∣∣ϕ − σ∣∣C2

και s′ = σ′′ (c′), s′′ = σ′′ (c′′). Θεωρούμε t με

0 < t < min(r − δ, ∣s
′∣

2
,
∣s′′∣
2

) .

Προφανώς S (σ, t) ⊆ (ϕ, r). Αν θ ∈ S (σ, t) τότε

∣∣θ − σ∣∣∞ ≤ ∣∣θ − σ∣∣C2
< ∣s′∣

2
.
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Αυτό σημαίνει ότι στο I ′ είναι ∣θ′ (c) − σ′ (c)∣ < ∣s
′∣

2 και από το Λήμμα 4 υπάρχει

ανοικτό υποδιάστημα J ′ του I ′ στο οποίο η θ να είναι γνησίως κυρτή. ΄Ομοια

υπάρχει ανοικτό υποδιάστημα J ′′ του I ′′ στο οποίο η θ να είναι γνησίως κοίλη.

΄Αρα θ ∉ Ap,q και η S (σ, t) είναι ξένη προς το Ap,q. Ο.Ε.Δ.

2.5 Κυρτές Συναρτήσεις και Επαναληπτικές Μέθο-

δοι.

Είναι γνωστό ότι δεν είναι όλες οι εξισώσεις επιλύσιμες. Ακριβέστερα ακόμη

και αν μια εξίσωση έχει λύσεις δεν είναι πάντα δυνατόν να τις εκφράσουμε

χρησιμοποιώντας τις τέσσερις πράξεις και προκαθορισμένες συναρτήσεις.

Παράδειγμα 24. 1. Στις δευτεροβάθμιες εξισώσεις αx2 + βx + γ = 0 με

α ≠ 0, β, γ ακεραίους και θετική διακρίνουσα δεν είναι πάντα δυνατόν να

εκφραστούν οι λύσεις χρησιμοποιώντας μόνο ακεραίους και τις τέσσερις

πράξεις. Αν η διακρίνουσα δεν είναι τετράγωνο ακεραίου απαιτείται και η

συνάρτηση της τετραγωνικής ρίζας.

2. Στις πολυωνυμικές εξισώσεις με ακέραιους συντελεστές με βαθμό μεγα-

λύτερο του 4 δεν είναι πάντα δυνατόν να εκφραστούν οι λύσεις τους με την

βοήθεια ακεραίων, των τεσσάρων πράξεων ακόμη και αν επιστρατευθούν

ριζικά ποικίλων τάξεων. ΄Ενα παράδειγμα είναι η εξίσωση:

2x5 − 10x + 5 = 0.

΄Οπως εύκολα μπορεί να διαπιστωθεί, με μελέτη της συνάρτησης του α΄

μέλους, έχει τρεις (απλές) πραγματικές ρίζες, Ωστόσο δεν είναι δυνατόν

να εκφραστούν με τις τέσσερις πράξεις και χρήση πεπερασμένου αριθμού

ριζικών. Επίσης δεν φαίνεται να είναι γνωστό αν οι ρίζες της μπορούν να

εκφραστούν με την βοήθεια των στοιχειωδών αριθμών που είναι οι αριθμοί

οι οποίοι προκύπτουν από τους ρητούς με χρήση πράξεων, λογαρίθμων

και εκθετικών συναρτήσεων (βλ. [8]).)

Δεδομένου ότι η επίλυση με κλειστό τύπο εξισώσεων δεν είναι πάντα δυνατή,

ή όταν είναι δυνατή είναι πολύπλοκη ή τέλος συχνότατα μας ενδιαφέρουν μόνο

κατά προσέγγισιν τιμές των λύσεων έχουν αναπτυχθεί διάφορες προσεγγιστικές

μέθοδοι (Ενδεικτικά βλ. [51], κεφ. 2, [48]).

2.5.1 Η μέθοδος της διχοτόμησης.

Η πιό απλή είναι η μέθοδος της διχοτόμησης που περιγράφεται για πολυώνυ-

μα στο βιβλίο ΄Αλγεβρας της Β΄ Λυκείου (σε όλες τις εκδόσεις του, ενδεικτικά

βλ. [65] Κεφ. 2). Αξιοποιεί το θεώρημα του Bolzano και έμμεσα στηρίζεται

σε μία από τις αποδείξεις του θεωρήματος μέσω κιβωτισμένων διαστημάτων.

Εφαρμόζεται γενικά για μια συνεχή συνάρτηση που παίρνει ετερόσημες τιμές
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Σχήμα 2.17. Προσέγγιση ρίζας με διχοτόμηση.

στα άκρα ενός κλειστού διαστήματος οπότε έχει μια τουλάχιστον ρίζα σε αυτό.

Διχοτομούμε το διάστημα παίρνοντας το μέσο του δηλαδή το ημιάθροισμα των

άκρων του. Δοκιμάζουμε την τιμή αυτή στην συνάρτηση. Αν το αποτέλεσμα

είναι μηδέν έχουμε βρει μια ρίζα. Αν όχι αναγκαστικά ένα από τα δύο υποδια-

στήματα που προέκυψαν θα περιέχει ρίζα. Συνεχίζουμε με αυτό το διάστημα

την διαδικασία. Μετά από n βήματα θα έχουμε περιορίσει ρίζα σε ένα διάστημα

πλάτους
`

2n , όπου ` το πλάτος του αρχικού διαστήματος και τα άκρα αυτού του

διαστήματος θα προσεγγίζουν την ρίζα καθ΄ έλλειψή ή καθ΄ υπεροχή με σφάλμα

< `
2n . Τα διαστήματα αυτά θα είναι κιβωτισμένα, θα έχουν τομή μονοσύνολο

με στοιχείο ρίζα της συνάρτησης και αν θεωρήσουμε την ακολουθία (xn) των

κάτω (ή των άνω) άκρων αυτών των διαστημάτων η (xn) συγκλίνει σε ρίζα της

συνάρτησης. Αν η συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη τότε η ρίζα είναι φυσικά

μοναδική. Στο σχήμα 2.17 φαίνεται η εφαρμογή της μεθόδου για μια συνάρτηση

με τρεις ρίζες. Κατά την εφαρμογή της μεθόδου προσεγγίζεται μια από αυτές

η ρ3.

2.5.2 Η μέθοδος της εσφαλμένης θέσης (regula falsi) ή
μέθοδος των χορδών.

Η regula falsi είναι μια αρχαιότατη μέθοδος επίλυσης εξισώσεων συμπε-

ριλαμβανομένων και των πρωτοβαθμίων ([42], σελ. 439). Η βασική ιδέα της

μεθόδου είναι να προσεγγίζει («εσφαλμένη θέση») την ρίζα μιας συνάρτησης με

την ρίζα μιας ομοπαραλληλικής συνάρτησης xz→ px+ q της οποίας η γραφική

παράσταση βρίσκεται «κοντά» στην γραφική παράσταση που μας ενδιαφέρει και

συγκεκριμένα την συνάρτηση που προκύπτει από μια χορδή της. Περιγράφουμε
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Σχήμα 2.18. Προσέγγιση ρίζας με την regula falsi.

μια από τις παραλλαγές της. Υποθέτουμε ότι έχουμε μια συνάρτηση συνεχή σε

ενα διάστημα [α,β] με f(α)f(β) < 0. Τότε η f έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο

[α,β] Στη συνέχεια (Βλ. και Σχήμα 2.18):

• Επιλέγουμε ενα από τα δυο «άκρα» της Cf ας πούμε το (β, f(β)) και

ονομάζουμε x1 = α.

• Το συνδεουμε με το άλλο άκρο δηλαδή φέρνουμε την χορδή της Cf που

συνδέει τα σημεία της (α, f(α)) και (β, f(β)).

• Βρίσκουμε το σημείο τομής της χορδής με τον x′x ας το πούμε (x2,0).

• Βρίσκουμε το σημείο της Cf που αντιστοιχεί στο (x2 δηλαδή το (x2, f(x2)).

• Ενώνουμε το σημείο αυτό με το (β, f(β)) και έχουμε μια νέα χορδή.

• Ας πούμε ότι αυτή τέμνει τον x′x στο (x3,0).

• Συνεχίζουμε την διαδικασία σχηματίζοντας μια ακολουθία x1, x2, x3,...

και αναμένουμε αυτή η ακολουθία να συγκλίνει σε μία της ρίζα της f .

Η παραπάνω διαδικασία για να λειτουργήσει χρειάζεται και άλλες υποθέσεις

πέραν της συνεχειας και των ετερόσημων τιμών στα άκρα. Για παράδειγμα

στην περίπτωση της συνάρτησης του Σχήματος 2.19 διαδικασία δεν μπορεί να

προχωρήσει διότι ο φορέας της πρώτης χορδής δεν τέμνει τον άξονα των x.
Στην επόμενη πρόταση παρατίθενται μερικές υποθέσεις υπό τις οποίες η regula
falsi προσεγγίζει πάντοτε ρίζα και μάλιστα μοναδική (για μια παρόμοια πρόταση

με ισχυρότερες υποθέσεις βλ. [18]).
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Σχήμα 2.19. Η πρώτη χορδή στην regula falsi είναι παράλληλη στον x′x.

Πρόταση 15. ΄Εστω f ∶ [α,β] → R παραγωγίσιμη και κυρτή για την οποία

ισχύει f (α) f (β) < 0. Τότε

1. Η f έχει ακριβώς μια ρίζα ρ.

2. Η αναδρομική ακολουθία (xn) με

x1 = α, xn+1 =
xnf (β) − βf (xn)
f (β) − f (xn)

είναι καλώς ορισμένη, γνησίως μονότονη και συγκλίνει στην ρίζα ρ.

Απόδειξη

1. ΄Εχει αποδειχθεί στην Ασκηση 26.

2. Ας υποθέσουμε, χωρίς να βλάπτεται η γενικότητα ότι f(α) < 0 και ότι

f(β) > 0 (Σχήμα 2.20). Η χορδή με άκρα (α, f(α)) και (β, f(β)) είναι

διαγώνιος του τραπεζίου με κορυφές τα σημεία (α,0), (α, f(α), (β,0),
(β, f(β)) επομένως θα τέμνει την άλλη διαγώνιο δηλαδή το τμήμα με

άκρα (α,0), (β,0) σε εσωτερικό σημείο της που εύκολα υπολογίζεται ότι

έχει τετμημένη

x2 =
x1f (β) − βf (x1)
f (β) − f (x1)

.

Η διαγώνιος που συνδέει τα (xn, f((xn), (β, f(β)) τέμνει την διαγώνιο

που συνδέει τα (xn,0), (β,0) σε σημείο του x′x με τετμημένη

xn+1 =
xnf (β) − βf (xn)
f (β) − f (xn)

.
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Σχήμα 2.20. Η regula falsi για κυρτή συνάρτηση.

Συνεπώς το x1 είναι σημείο του διαστήματος (α,β) και η f ορίζεται σε

αυτό. Επειδή η f είναι κυρτή η Cf βρίσκεται κάτω από την χορδή με άκρα

(α, f(α) και (β, f(β)) και το αυτό θα συμβαίνει με όλες της χορδές που

σχηματίζονται (βλ. περιγραφή της regula falsi πιο πάνω). Πάντοτε θα

έχουμε τραπέζια και θα εφαρμόζεται το επιχείρημα της τομής των διαγω-

νίων τους. ΄Αρα όλα τα xn ορίζονται και x1 < x2 < ... < ρ. Επομένως

η (xn) ως γνησίως αύξουσα και φραγμένη συγκλίνει σε κάποιο αριθμό

L ≤ ρ < β. Αλλά με xn → L είναι και xn+1 → L και η αναδρομική σχέση

μας δίνει L (f (β) − f (L)) = Lf (β) − βf (L) από την οποία έχουμε

L (f (β) − f (L)) = Lf (β)−βf (L) δηλαδή (L − β) f (L) = 0. Συμπερα-

ίνουμε ότι f (L) = 0 και επομένως αφού η f έχει μοναδική ρίζα το ρ ότι

η xn συγκλίνει στο ρ. Ο.Ε.Δ.

Παράδειγμα 25. Να λυθεί κατά προσέγγιση η εξίσωση xex − 1.

Λύση Θεωρούμε την συνάρτηση f (x) = xex − 1. Είναι f ′ (x) = ex (1 + x) και

f ′′ (x) = ex (2 + x) επομένως έχουμε τον πίνακα:

Βλέπουμε ότι η f δεν έχει ρίζα x ≤ −1 και στο (−1,+∞) έχει μοναδική

ρίζα η οποία εντοπίζεται στο διάστημα [0,1] αφού f(0) = −1 και f (1) = e − 1.
Επιπλέον είναι κυρτή στο διάστημα αυτό. Θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο της

διχοτόμησης και τη μέθοδο regula falsi για την προσέγγιση της ρίζας.
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x

f ′′(x)

f ′(x)

f(x)

−∞ −2 −1 +∞

− 0 + +

− − 0 +

−∞−∞

−1
e − 1−1
e − 1

+∞+∞

Μέδοδος διχοτόμησης. Διχοτομώντας διαδοχικά το αρχικό διάστημα έχου-

με τον παρακάτω πίνακα τιμών:

x f(x)
0,0000000000 -1

1,0000000000 1,718281828

0,5000000000 -0,175639365

0,7500000000 0,587750012

0,6250000000 0,167653723

0,5625000000 -0,012781755

0,5937500000 0,075142355

0,5781250000 0,030619244

0,5703125000 0,008779997

0,5664062500 -0,002035378

0,5683593750 0,003363662

Βλέπουμε ότι στα 0,5664062500 και 0,5683593750 η f παίρνει ετρόσημες

τιμές και επομένως μεταξύ τους υπάρχει ρίζα. Μια προσέγγιση της είναι

0,567.

Μέθοδος regula falsi. Εδώ με x1 = 0 θα εφαρμόσουμε τον ανανδρομικό

τύπο

xn+1 =
xnf (1) − f (xn)
f (1) − f (xn)

,

επομένως κάθε τιμή που βρίσκουμε θα την αντικαθιστούμε στην συνάρ-

τηση

g (x) = xf (1) − f (x)
f (1) − f (x) = xe

x − ex + x − 1

xex − e .

Βρίσκουμε:
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x g(x)
0,0000000000 0,36788

0,36788 0,50331

0,503310 0,54741

0,54741 0,56111

0,56111 0,56531

0,56531 0,56659

0,56659 0,56698

0,56698 0,56709

Βρίσκουμε πάλι ότι μια προσέγγιση της ρίζας είναι 0,567.

2.6 Καμπυλότητα.

Η κυρτότητα-κοιλότητα αποτελεί ένα ποιοτικό χαρακτηριστικό της κάμψης

μιας καμπύλης. Ωστόσο δεν κάμπτονται όλες οι καμπύλες κατά το ίδιο μέτρο.

Η πορεία προς την απόδοση ενός μέτρου της κάμψης ήταν μακρά ([9], [1]) και

πέρασε από επιλέπτυνση της ταξινόμησης των καμπυλών. Μια από τις πιο δια-

δεδομένες στην Αρχαιότητα που επαναλαμβάνεται και από άλλους συγγραφείς

(λ.χ. Πρόκλος) ήταν εκείνη του Αριστοτέλη:

Πᾶσα δὲ κίνησις ὅση κατὰ τόπον, ἣν καλοῦμεν φοράν, ἢ εὐθεῖα

ἢ κύκλῳ ἢ ἐκ τούτων μικτή ἁπλαῖ γὰρ αὗται δύο μόναι

Αριστοτέλης «Περί Ουρανού», 268b

Nicole Oresme
1320 ή 1325 – 1382

Φαίνεται ότι ο Απολλώνιος στο 5ο Βιβλίο του έργου του «Κωνικά» (Πρόταση

51 & 52) χρησιμοποιεί την διάταξη που ουσιαστικά οδηγεί στην εύρεση του

κέντρου καμπυλότητας σε μια κωνική. Ο Heath αποδίδει στον Απολλώνιο μια

πρώϊμη διαπραγμάτευση της έννοιας της καμπυλότητας. Ωστόσο η πρώτη ρητή

αναφορά και επεξεργασία στην καμπυλότητα έγινε περίπου 15 αιώνες μετά από

τον Nicole Oresme. Ο Oresme στο έργο του «Tractatus de configurationibus
qualitatum et motuum» (Πραγματεία επί των διαμορφώσεων των ιδιοτήτων των

κινήσεων) εισάγει τον όρο καμπυλότητα (curvitas) και διερευνά την αλλαγή

της καμπυλότητας μιας καμπύλης που αλλάζει σχήμα ([9], [40] και «προβλέπει»

αρκετές ιδιότητες της καμπυλότητας
10
. Αργότερα με το θέμα ασχολήθηκαν

πολλοί μελετητές ([1], [44] κεφ. 17 και [3]) μεταξύ των οποίων ο Νεύτων ο

οποίος στο στο έργο του «The Method of Fluxions and Infinite Series with
its Application to the Geometry of Curve-lines» (1671, αλλά εκδόθηκε μετά

θάνατον το 1736.)
11

σημειώνει

10
Στο υπ΄ αριθ. [7] βιβλίο των παραπομπών του [40] υπάρχει ολόκληρο το έργο με πολλά

και ενδιαφέροντα στοιχεία.
11
Μπορεί να βρεθεί στον σύνδεσμο

https://archive.org/details/methodoffluxions00newt/mode/1up.

https://archive.org/details/methodoffluxions00newt/mode/1up
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Υπάρχουν λίγα προβλήματα που αναφέρονται στις καμπύλες πιο

κομψά από αυτό ή που προσφέρουν μεγαλύτερη γνώση της φύσης

τους.

Sir Isaac Newton

1643-1727

Η επεξεργασία του Νεύτωνα αλλά και άλλων μελετητών εκείνης της εποχής

στηρίζεται στις εξής βασικές ιδέες:

1. Η ευθεία έχει καμπυλότητα μηδέν.

2. ΄Ενας κύκλος έχει την ίδια καμπυλότητα σε όλα τα σημεία του.

3. ΄Οταν η ακτίνα ενός κύκλου αυξάνει η καμπυλότητα ελαττούται. Συγ-

κεκριμένα ο λόγος των καμπυλοτήτων δύο κύκλων είναι αντιστρόφως

ανάλογος των ακτίνων τους. Συνέπεια τούτου είναι ότι αν θεωρήσουμε

ότι ο μοναδιαίος κύκλος έχει καμπυλότητα 1 τότε η καμπυλότητα ενός

κύκλου ακτίνας R είναι
1
R .

4. Η καμπυλότητα μίας καμπύλης σε ένα σημείο της P μπορεί να εκφραστεί

από την καμπυλότητα εκείνου του κύκλου που εφάπτεται στην καμπύλη

στο P «καλλίτερα» από όλους τους άλλους εφαπτόμενους κύκλους.

Gottfried Wilhelm Leibniz

1646-1716

Jacob (Jacques) Bernoulli

1655-1705

΄Ετσι αναζήτηση της καμπυλότητας τυχούσας καμπύλης σε σημείο της P
γίνεται με την βοήθεια κύκλων. Η ιδέα είναι παρόμοια με την ιδέα της προ-

σέγγισης μιας καμπύλης τοπικά από μια εφαπτομένη της. Η εφαπτομένη σε

ένα σημείο είναι η ευθεία που προσεγγίζει «καλλίτερα» την καμπύλη κοντά σε

αυτό το σημείο. Είναι δε η «οριακή θέση» μιας τέμνουσας. Ανάλογα μια καμ-

πύλη μπορεί να προσεγγιστεί τοπικά με ένα «οριακό» τέμνοντα κύκλο (Σχήμα
2.21). Πρόκειται για τον κύκλο καμπυλότητας ή εγγύτατο κύκλο ([59] σελ. 24)

της καμπύλης στο σημείο P . Ο κύκλος αυτός εφάπτεται στην καμπύλη στο

P 12
. Αυτό θα αποδειχθεί πιο κάτω αλλά μπορουμε να δούμε γιατί πρέπει να

συμβαίνει αν παρατηρήσουμε ότι όταν τα P1, P2 στο Σχήμα 2.21 πλησιάζουν

στο P οι ευθείες P1P , P2P τείνουν στην εφαπτομένη της Cf στο P (Σχήμα
2.22 ) επομένως οι μεσοκάθετοι KM1, KM2 των χορδών P1P , P2P τείνουν

στην κάθετη της εφαπτομένης στο P άρα και το κέντρο K του κύκλου τε-

ίνει σε κάποια θέση επί αυτής της κάθετης ο κύκλος καμπυλότητας θα είναι

εφαπτόμενος της καμπύλης στο P . Το κέντρο αυτού του κύκλου ορίζεται ως

κέντρο καμπυλότητας στο σημείο P , η ακτίνα ως ακτίνα καμπυλότητας και το

αντίστροφο της η καμπυλότητα στο P . Οι προσέγγιση του κύκλου καμπυλότη-

τας με μεταβλητό κύκλο έγινε από τους Leibniz και Jacob Bernoulli ενώ ο

Νεύτων προσέγγισε το κέντρο καμπυλότητας ως την οριακή θέση της τομής L
της κάθετης στην Cf στο P (δηλαδή της ευθείας που είναι κάθετη στο P στην

εφαπτομένη της θέση της Cf στο P ) με μία μεταβλητή κάθετη στην Cf στο P1

κάτι που απαιτεί ένα μεταβλητό σημείο και όχι δύο (Σχήμα 2.23).

Αργότερα η προσέγγιση με τον κύκλο αντικαταστάθηκε από μια προσέγγι-

ση της καμπυλότητας μέσω του μήκους τόξου της καμπύλης. Σύμφωνα με το

12
Με την έννοια της επαφής που ορίσθηκε στην σελίδα 190.
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Σχήμα 2.21. Προσέγγιση της καμπύλης y = f(x) στο P με ευθεία και κύκλο.

Σχήμα 2.22. ΄Οταν P1, P2 → P οι KM1,KM2 τείνουν στην κάθετη στην
εφαπτομένη.
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Σχήμα 2.23. ΄Οταν P1 → P η τομή των καθέτων στην Cf στα P1, P τείνει στο
κέντρο καμπυλότητας.

[3] καταγράφεται το 1758 στο έργο του Abraham Gotthelf Kästner (ο οποίος

υπήρξε εις εκ των δασκάλων του K. F. Gauss) «Anfangsgrúnde der Mathema-
tik». Η βασική ιδέα είναι η ακόλουθη: Ας υποθέσουμε ότι μας ενδιαφέρει ένα

μέτρο της καμπύλωσης της Cf στο σημείο της P . Επιλέγουμε ένα σημείο P1

«κοντά» στο P . Αν φαντασθούμε ένα κινητό στην Cf που βρίσκεται εκτός του

τόξου των P1P προς το μέρος του P1 να κινείται προς το P (Σχήμα 2.24).

΄Οταν φθάσει στο P1 δεν συνεχίζει κατά την διεύθυνση της εφαπτομένης ε1

της Cf στο P1 αλλά στρίβει. ΄Οταν φθάσει στο P η διεύθυνση της κίνησης

είναι εκείνη της εφαπτομένης ε της C στο P . ΄Αρα στην διαδρομή από το P1

στο P έχει στρίψει κατά εκείνη την γωνία που έχει στρίψει, ακολουθώντας την

κίνηση η ε1 για να συναντήσει την ε όση η γωνία των δύο εφαπτομένων η οποία

μετράται από μηδέν έως π.

Abraham Gotthelf Kästner

1719-1800

Ωστόσο μόνη της η γωνία δεν αρκεί για να περιγράψει την «καμπύλω-

ση». Διότι στην ίδια γωνία με μπορεί να αντιστοιχεί διαφορετική «καμπύλωση»

(Σχήμα 2.25). Για τον λόγο αυτό συγκρίνεται η γωνία με το μήκος του τόξου

P1P και η «καμπύλωση» από το P1 στο P που ονομάζεται μέση καμπυλότητα

μεταξύ P1 στο P ορίζεται ως ο λόγος

γωνία

μήκος τόξου
.

Αν τώρα υποτεθεί ότι είναι P (x0, f(x0)) και P1(x, f(x)) τότε, κατ΄ αναλογία

με τον ορισμό της παραγώγου ορίζεται η καμπυλότητα της Cf στο P ως το όριο

lim
x→x0

γωνία εφαπτομένων ε1, ε

μήκος τόξου P1P
.
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Σχήμα 2.24. Η γωνία κατα την οποία στρέφεται το P1 για να συναντήσει
το P είναι η γωνία των που στρέφεται η εφαπτομένη ε1 για να συναντήσει την
εφαπτομένη ε.

Υπάρχουν διάφορες προσεγγίσεις του θέματος
13

μεταξύ των οποίων και

ορισμένες που χρησιμοποιούν προσανατολισμό-πρόσημο στην γωνία κάτι που

οδηγεί σε προσημασμένη καμπυλότητα. Στα επόμενα θα εξετάσουμε την καμ-

πυλότητα

1. Με τη μέθοδο του Νεύτωνα (2.6.1).

2. Με τον ορισμό του κύκλου καμπυλότητας που αδρομερώς αναφέρεται από

τους Hilbert & Cohn-Vossen ([17] σελ. 75-76) 2.6.2.

3. Την προσέγγιση μέσω του μήκους τόξου (2.6.3).

΄Εχει καταβληθεί προσπάθεια οι τρεις προεγγίσεις της καμπυλότητας που ακο-

λουθούν να στηρίζονται σε σχολικές γνώσεις και όπου γίνεται επέκταση να

δίνονται πλήρεις αποδείξεις. ΄Ετσι είναι δυνατόν κάποια μέρη να είναι διδακτικά

αξιοποιήσιμα τουλάχιστον για μαθητές με αυξημένο ενδιαφέρον για τα Μαθη-

ματικά.

13
Ενδεικτικά: [35] σελ. 202, [18] σελ. 610, [45] σελ. 772 , [26] σελ. 457 , [33] σελ. 200 ,

[15] σελ. 101 , [23] σελ. 457
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Σχήμα 2.25. Στην ίδια γωνία εφαπτομένων αντιστοιχεί διαφορετική «καμπύλω-
ση».

Στις 2.6.1, 2.6.2 και 2.6.3 υποθέτουμε ότι η συνάρτηση f είναι ορισμένη σε ένα
ανοικτό διάστημα, δύο φορές παραγωγίσιμη με συνεχή την δεύτερη παράγωγο.

Επιπλέον υποθέτουμε ότι στο x0 στο οποίο αναζητούμε την καμπυλότητα είναι

f ′′(x0) ≠ 0 επομένως κοντά στο x0 η f είνα κυρτή ή κοίλη. Για τα σημεία όπου
f ′′(x0) = 0 η καμπυλότητα ορίζεται να είναι μηδέν.

2.6.1 Εύρεση της καμπυλότητας με τη μέθοδο του Νε-

ύτωνα.

Για την εύρεση της καμπυλότητας στο σημείο P (x0, f(x0)) της Cf με τη

μέθοδο του Νεύτωνα θα χρειασθούμε την κάθετη στην Cf και μία κάθετη στο

μεταβλητό σημείο της σημείο P1(x0 + h, f (x0 + h)). Οι εφαπτομένες σε αυτά

τα δύο σημεία είναι οι

f ′ (x0)x−y = x0f
′ (x0)−f (x0) , f ′ (x0 + h)x−y = (x0 + h) f ′ (x0 + h)−f (x0 + h)

οπότε οι εξισώσεις των καθέτων τους σε αυτά τα σημεία είναι οι συναπαρτίζουν

ένα γραμμικό σύστημα ως προς x = x(h), y = y(h):

x + f ′ (x0) y = x0 + f (x0) f ′ (x0)
x + f ′ (x0 + h) y = x0 + h + f (x0 + h) f ′ (x0 + h)

} (2.8)

Μας ενδιαφέρει να βρούμε τα όρια των x(h), y(h) όταν h → 0. Η τυπική

διαδικασία είναι να επιλυθει το σύστημα 2.8 ως προς x, y και μετά να βρεθούν
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τα όρια. Ο σύνηθισμένος τρόπος είναι να χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο των

οριζουσών. Θα την ακολουθήσουμε στην αλλά θα δούμε και μια ακόμη λύση.

2.6.1.1 Εύρεση των ορίων των x(h), y(h) επιλύοντας το σύστη-
μα 2.8 με τη μέθοδο των οριζουσών.

Οι με στήλες συντελεστών του συστήματος 2.8, οι οποίοι είναι συναρτήσεις

του h, είναι:

A (h) B (h) C (h)
↓ ↓ ↓
1 f ′ (x0) x0 + f (x0) f ′ (x0)
1 f ′ (x0 + h) x0 + h + f (x0 + h) f ′ (x0 + h)

Οι ορίζουσες του συστήματος των δύο καθέτων είναι:

D (h) = det(A (h) ,B (h)), Dx (h) = det(C (h) ,B (h)), Dy (h) = det(A (h) ,C (h))

και οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο καθέτων είναι:

x (h) = Dx (h)
D (h) , y (h) = Dy (h)

D (h) .

Μας ενδιαφέρουν τα όρια τους για h → 0. ΄Εχουμε απροσδιόριστες μορφές
0
0

και θα εφαρμόσουμε τον κανόνα του De l’Hospital.
Είναι γνωστό και διαπιστώνεται εύκολα ότι γενικά ισχύει:

(∣ φ (x)ω σ (x)
τ (x) ω (x) ∣)

′
= ∣ φ

′ (x)ω σ (x)
τ ′ (x) ω (x) ∣ + ∣ φ (x)ω σ′ (x)

τ (x) ω′ (x) ∣

οπότε συμβολίζοντας με A′ (h) ,B′ (h) ,C ′ (h) τις στήλες που προκύπτουν από

τις A (h) ,B (h) ,C (h) αν παραγωγίσουμε τα στοιχεία τους είναι

A′ (h) B′ (h) C ′ (h)
↓ ↓ ↓
0 0 0

0 f ′′ (x0 + h) 1 + (f ′ (x0 + h))2 + f ′′ (x0 + h) f (x0 + h)

,

και έχουμε ότι

D′ (h) = det(A′ (h) ,B (h)) + det(A (h) ,B′ (h)),
D′
x (h) = det(C ′ (h) ,B (h)) + det(C (h) ,B′ (h))

D′
y (h) = det(A′ (h) ,C (h)) + det(A (h) ,C ′ (h)).

Εύκολα βρίσκουμε ότι

lim
h→0

D′ (h) = f ′′ (x0)
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lim
h→0

D′
x (h) = x0f

′′ (x0) − f ′ (x0) (1 + (f ′ (x0))
2)

lim
h→0

D′
y (h) = f (x0) f ′′ (x0) + 1 + (f ′ (x0))

2

επομένως τα όρια για h→ 0 των x (h),y (h) που είναι οι συτεταγμένες του

κύκλου καμπυλότητας στο P είναι

p = x0 −
f ′ (x0) (1 + (f ′ (x0))2)

f ′′ (x0)
, q = f (x0) +

1 + (f ′ (x0))2

f ′′ (x0)
.

Η ακτίνα του κέντρου καμπυλότητας είναι R =
√

(x0 − p)2 + (y0 − q)2
και με

αντικατάσταση των p, q βρίσκουμε:

R =
(1 + (f ′ (x0))2)

3
2

∣f ′′ (x0)∣
(2.9)

και επομένως η καμπυλότητα στο P είναι

κ = ∣f ′′ (x0)∣

(1 + (f ′ (x0))2)
3
2

. (2.10)

2.6.1.2 Εύρεση των ορίων των x(h), y(h) επιλύοντας το σύστη-
μα 2.8 με μικτή μέθοδο .

Αν και η μέθοδος των οριζουσών για την γραμμικών συστημάτων είναι

αυτοματοποιημένη δεν είναι πάντοτε η καλλίτερη. Εδώ κερδίζουμε πολύ σε

υπολογισμούς αξιοποιώντας την ειδική μορφή των εξισώσεων του 2.8. Αφαι-

ρώντας από την δεύτερη εξίσωση την πρώτη και αξιοποιώντας το ότι η f ′ είναι
κοντά στο x0 γνησίως μονότοτνη βρίσκουμε ότι για h ≠ 0 ισχύει:

(f ′ (x0 + h) − f ′ (x0)) y = f (x0 + h) f ′ (x0 + h) − f (x0) f ′x0 + h,

και

y = y (h) = f (x0 + h) f ′ (x0 + h) − f (x0) f ′x0 + h
f ′ (x0 + h) − f ′ (x0)

.

Είναι:

lim
h→0

f (x0 + h) f ′ (x0 + h) − f (x0) f ′x0 + h
f ′ (x0 + h) − f ′ (x0)

=
( 0
0
)

lim
h→0

(f ′ (x0 + h))2 + f (x0 + h) f ′′ (x0 + h) + 1

f ′′ (x0 + h)
=

(f ′ (x0))2 + f (x0) f ′′ (x0) + 1

f ′′ (x0)
= f (x0) +

1 + (f ′ (x0))2

f ′′ (x0)
.
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Από την πρώτη εξίσωση του 2.8 έχουμε ότι

x = x (h) = −f ′ (x0) y + x0 + f (x0) f ′ (x0) ,

και παίρνοντας όρια, λαμβάνοντας υπ΄ όψιν το όριο του y(h), βρίσκουμε ότι:

lim
h→0

x (h) = lim
h→0

(−f ′ (x0) y + x0 + f (x0) f ′ (x0)) =

= −f ′ (x0)(f (x0) +
1 + (f ′ (x0))2

f ′′ (x0)
) + x0 + f (x0) f ′ (x0) =

x0 − f ′ (x0)
1 + (f ′)2 (x0)
f ′′ (x0)

.

Τα αποτελέσματα συμπίπτουν με εκείνα της 2.6.1.1. Η ακτίνα καμπυλότητας

και η καμπυλότητα υπολογίζονται με τον ίδιο τρόπο.

2.6.2 Εύρεση της καμπυλότητας με την βοήθεια του κύκλου

καμπυλότητας.

Ο κύκλος καμπυλοτητας στο P θα αναζητηθεί ως οριακή θέση του περι-

γεγραμμενου κύκλου του τριγώνου PP1P2 όταν τα μεταβλητά σημεία P1, P2

τείνουν στο P . Συγκεκριμένα θα θεωρήσουμε τα P1 (x0 − h, f (x0 − h)) και

P2 (x0 + h, f (x0 + h)) και το ότι τείνουν στο P να περιγράφεται από το ότι

h→ 0. Ο περίκυκλος του PP1P2 θα έχει κέντρο που εξαρτάται από το h ας το

πούμε (x(h), y(h)). Αν h→ 0 αναμένεται x(h)→ p, y(h)→ q και το (p, q) να

είναι το κέντρο του κύκλου καμπυλότητας. Τα x(h), y(h) μπορούν να βρεθούν

λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων των μεσοκαθέτων των PP1, PP2:

2hx + 2 (f (x0 + h) − f (x0)) y = f2 (x0 + h) − f2 (x0) + 2x0h + h2

−2hx + 2 (f (x0 − h) − f (x0)) y = f2 (x0 − h) − f2 (x0) − 2x0h + h2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
(2.11)

Εδώ η επίλυση με τη μέθοδο των οριζουσών ανάλογη με εκείνη της 2.6.1.1

είναι υπολογιστικά ασύμφορη. Εργαζόμαστε όπως στην 2.6.1.2. Προσθέτοντας

τις δύο εξισώσεις βρίσκουμε:

2 (f (x0 + h) + f (x0 − h) − 2f (x0)) = f2 (x0 + h)+f2 (x0 − h)−2f2 (x0)+2h2

Επείδη τα P , P1, P2 δεν είναι συνευθειακά έχουμε ότι για h ≠ 0 το f (x0 + h)+
f (x0 − h) − 2f (x0) δεν είναι μηδέν και

y = y (h) = f
2 (x0 + h) + f2 (x0 − h) − 2f2 (x0) + 2h2

2 (f (x0 + h) + f (x0 − h) − 2f (x0))
.

Είναι

lim
h→0

y (h) = lim
h→0

f2 (x0 + h) + f2 (x0 − h) − 2f2 (x0) + 2h2

2 (f (x0 + h) + f (x0 − h) − 2f (x0))
=
( 0
0
)
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lim
h→0

2f ′ (x0 + h) f (x0 + h) − 2f ′ (x0 − h) f (x0 − h) + 4h

2 (f ′ (x0 + h) − f ′ (x0 − h))
=
( 0
0
)

lim
h→0

(f ′ (x0 + h))2 + f ′′ (x0 + h) f (x0 + h) + (f ′ (x0 − h))2 + f ′′ (x0 − h) f (x0 − h) + 2

f ′′ (x0 + h) + f ′′ (x0 − h)
=

f (x0) +
1 + (f ′ (x0))2

f ′′ (x0)
Αφαιρώντας από την πρώτη εξίσωση την δεύτερη έχουμε:

4hx + 2 (f (x0 + h) − f (x0 − h)) y = f2 (x0 + h) − f2 (x0 − h) + 4x0h.

Επομένως:

x = x (h) = x0 +
f2 (x0 + h) − f2 (x0 − h)

4h
− 2 (f (x0 + h) − f (x0 − h))

4h
y (h) .

Είναι:

lim
h→0

f2 (x0 + h) − f2 (x0 − h)
4h

=
( 0
0
)

lim
h→0

2f ′ (x0 + h) f (x0 + h) + 2f ′ (x0 − h) f (x0 − h)
4

= f ′ (x0) f (x0)

και

lim
h→0

2 (f (x0 + h) − f (x0 − h))
4h

=
( 0
0
)
f ′ (x0) .

Οπότε λαμβάνοντας υπ΄ όψιν και το όρο του y(h) που έχουμε βρει συμπεραίνουμε

ότι

lim
h→0

x (h) = x0 + f ′ (x0) f (x0) − f ′ (x0)(f (x0) +
1 + (f ′ (x0))2

f ′′ (x0)
) =

x0 − f ′ (x0)
1 + (f ′ (x0))2

f ′′ (x0)
.

2.6.3 Εύρεση της καμπυλότητας με την βοήθεια του μήκους

καμπύλης.

΄Οπως αναφέραμε για το θέμα υπάρχουν, σε διάφορους συγγραφείς, ποι-

κίλες προσεγγίσεις. Σύμφωνα με τον ορισμό της καμπυλότητας μέσω μήκους

καμπύλης που, κατ΄ αρχάς θα ακολουθήσουμε, η καμπυλότητα σε ένα σημείο

P είναι το όριο, όταν το σημείο P1 τείνει στο P του λόγου της γωνίας που

σχηματίζουν οι εφαπτομένες στα P , P1 δια του μήκους του τόξου PP1. Στην

αρχική παρουσίαση χρησιμοποιήσαμε την κίνηση προς το P ως στοιχείο της

περιγραφής. Ας δούμε πως μπορούμε, με αφετηρία αυτήν την διαισθητική πε-

ριγραφή, να έχουμε ένα αυστηρό ορισμό. Ας υποθέσουμε ότι το P1 βρίσκεται
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Σχήμα 2.26. Η γωνία των εφαπτομένων.

αριστερά του P δηλαδή έχει μικρότερη τετμημένη. Η κίνηση από το το P1 προς

το P μπορεί να περιγραφεί στην Cf μέσω ενός εφαπτομένου διανύσματος της

Cf με θετική τετμημένη. Η εφαπτομένη στο τυχόν σημείο (a, f(a)) είναι η

f ′ (a)x + (−1) y + f (a) − af ′ (a) = 0

και ένα παράλληλο διάνυσμα προς αυτήν με θετική τετμημένη είναι το u⃗a =
(1, f ′ (a)). Επομένως μας ενδιαφέρει η γωνία των δύο διανυσμάτων u⃗a όταν τη

μία φορά το a είναι ίσο με την τετμημένη του P1 και την άλλη με την τετμημένη

του P (Σχήμα 2.26 I). Αν έχουμε κίνηση όπου η τετμημένη μειώνεται μπορούμε

να θεωρήσουμε το u⃗a = (−1,−f ′ (a)) (Σχήμα 2.26 II) που δίνει όμως την ίδια

γωνία.

Σε κάθε περίπτωση λοιπόν η γωνία μπορεί να εκφραστεί ως γωνία δύο διανυ-

σμάτων. Αν υποθέσουμε λοιπόν ότι είναι P (x0, f (x0)), P1 (x0 + h, ) f (x0 + h))
τότε η γωνία που μας ενδιαφέρει είναι η γωνία φ(h) των διανυσμάτων u⃗x0 =
(1, f ′ (x0)), u⃗x0+h = (1, f ′ (x0 + h)). Είναι

συνϕ (h) = 1 + f ′ (x0) f ′ (x0 + h)√
1 + (f ′ (x0))2

√
1 + (f ′ (x0 + h))2

, 0 ≤ ϕ (h) ≤ π (2.12)

2.6.3.1 Αντικατάσταση της γωνίας με την εφαπτομένη της.

Δυστυχώς ο τύπος 2.12 παρέχει την γωνία ϕ (h) μέσω του συνημιτόνου

της. Μολονότι η συνάρτηση συνημίτονο περιορισμένη στο [0, π] είναι αντι-

στρέψιμη και η ϕ (h) μπορεί να ανακτηθεί μέσω της αντίστροφης συνάρτησης

είναι προτιμότερο να βρούμε ένα πιο εύχρηστο τρόπο για την εισαγωγή της στο
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όριο της καμπυλότητας. Αν λάβουμε υπ΄ όψιν ότι για h → 0 είναι ϕ (h) → 0
μπορούμε να αξιοποιήσουμε την ιδιότητα

lim
x→0

x

εφx
= 1

για να θέσουμε θ (x) = x

εφx
οπότε x = θ (x) εφx με θ (x) → 1 όταν x → 0.

Επομένως και

ϕ (h) = θ (ϕ (h)) εφϕ (h) με lim
h→0

θ (ϕ (h)) = 1 (2.13)

Από την σχέση

εφ
2x = 1

συν2x
− 1

βρίσκουμε:

εφ
2ϕ (h) = (f ′ (x0) − f ′ (x0 + h))2

(1 + f ′ (x0) f ′ (x0 + h))2
.

Επομένως

εφϕ (h) = ∣f ′ (x0) − f ′ (x0 + h)∣
∣1 + f ′ (x0) f ′ (x0 + h)∣

Αλλά για h → 0 είναι 1 + f ′ (x0) f ′ (x0 + h) → 1 + (f ′ (x0))2 > 0 επομένως για

h κοντά στο 0 είναι

εφϕ (h) = ∣f ′ (x0) − f ′ (x0 + h)∣
1 + f ′ (x0) f ′ (x0 + h)

και

ϕ (h) = θ (ϕ (h)) εφϕ (h) με lim
h→0

θ (ϕ (h)) = 1

Αν συμβολίσουμε με s(h το μήκος του τόξου της Cf που έχει άκρα τα σημεία

P (x0, f (x0)), P1 (x0 + h, ) f (x0 + h)) τότε η καμπυλότητα της Cf στο P θα

είναι

κ = lim
h→0

θ (ϕ (h)) ∣f
′(x0)−f ′(x0+h)∣

1+f ′(x0)f ′(x0+h)
s (h) .

Δεδομένου ότι είναι lim
h→0

θ (ϕ (h)) έχουμε ότι

κ = lim
h→0

∣f ′ (x0 + h) − f ′ (x0)∣
s (h) (1 + f ′ (x0) f ′ (x0 + h))

.

Στο επόμενο θα υπολογίσουμε το s (h).
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2.6.3.2 Υπολογισμός του μήκους τόξου.

Το μήκος ενός τόξου της γραφικής παράστασης μιας συνεχούς συνάρτησης

μπορεί να βρεθεί ακολουθώντας τις ιδέες του Αρχιμήδη για τον υπολογισμό του

εμβαδού και του μήκους κύκλου. Είναι παρεμφερείς με εκείνες που ακολουθούμε

στην σχολική ύλη για να υπολογίσουμε εμβαδά. Η διαδικασία εκτίθεται σχεδόν

σε κάθε βιβλίο Απειροστικού Λογισμού και παρακάτω παρουσιάζεται με ένα

τρόπο που στηρίζεται απολύτως στο σχολικό βιβλίο.

Θα βρούμε το μήκος L της καμπύλης από το A = (α, f (α)) στο B =
(β, f (β)).

Για τον σκοπό αυτό χωρίζουμε το διάστημα [α,β] σε ν υποδιαστήματα

πλάτους
β−α
ν . ΄Εχουμε έτσι τους αριθμούς

x0 = α, x1 = α +
β − α
ν

, ... , xν = α

και με τη βοήθεια τους τα σημεία

X0 = A = (x0, f (x0)) , X1 = (x1, f (x1)) , ... Xν = B = (xν , f (xν))
΄Οταν το ν αυξάνει απεριόριστα δηλαδή όταν ν → +∞ το μήκος (X0X1...Xν−1Xν)

της τεθλασμένης X0X1...Xν−1Xν τείνει στο L δηλαδή

lim
ν→+∞

(X0X1...Xν−1Xν) = L

Αλλά

(X0X1...Xν−1Xν) = (X0X1)+(X1X2)+...+(Xν−1Xν) =
√

(x0 − x1)2 + (f (x0) − f (x1))2+
+
√

(x1 − x2)2 + (f (x1) − f (x2))2+ ... +
√

(xν−1 − xν)2 + (f (xν−1) − f (xν))2

Αν εφαρμόσουμε το θεώρημα μέσης τιμής για την f σε κάθε ένα από τα δια-

στήματα

[x0, x1] , [x1, x2] , ... [xν−1, xν]
βρίσκουμε ότι

f (x0) − f (x1) = f ′ (ξ1) (x0 − x1)
f (x1) − f (x2) = f ′ (ξ2) (x1 − x2)

...

f (xν−1) − f (xν) = f ′ (ξν) (xν−1 − xν)
΄Αρα

X0X1...Xν−1Xν = ∣x0 − x1∣
√

1 + (f ′ (ξ1))2+ ... + ∣xν−1 − xν ∣
√

1 + (f ′ (ξν))2 =
= β−α

ν

ν

∑
k=1

√
1 + (f ′ (ξk))2

Επομένως

L = lim
ν→+∞

β − α
ν

ν

∑
k=1

√
1 + (f ′ (ξk))2 = ∫

β

α

√
1 + (f (x))2dx

΄Αρα

L = ∫
β

α

√
1 + (f ′ (x))2dx (2.14)
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Σχήμα 2.27. ΄Οταν n → +∞ το μήκος της τεθλασμένης τείνει στο μήκος του
τόξου.

2.6.3.3 Υπολογισμός της καμπυλότητας.

Συνδυάζοντας τα προηγούμενα έχουμε:

s (h) = ∫
x0+h

x0

√
1 + (f ′ (x))2dx

και

κ = lim
h→0

RRRRRRRRRRRRRR

f ′ (x0 + h) − f ′ (x0)

∫ x0+hx0

√
1 + (f ′ (x))2dx

RRRRRRRRRRRRRR
.

1

1 + f ′ (x0) f ′ (x0 + h)
.

Αλλά

lim
h→0

f ′ (x0 + h) − f ′ (x0)

∫ x0+hx0

√
1 + (f ′ (x))2dx

=
( 0
0
)

lim
h→0

f ′′ (x0 + h)√
1 + (f ′ (x0 + h))2

= f ′′ (x0)√
1 + (f ′ (x0))2

,

και

lim
h→0

1

1 + f ′ (x0) f ′ (x0 + h)
= 1

1 + (f ′ (x0))2
.

Επομένως

κ = ∣f ′′ (x0)∣

(1 + (f ′ (x0))2)
3
2

2.6.3.4 Αντικατάσταση του μήκους τόξου με την χορδή.

Το μήκος τόξου ενός κύκλου ακτίνας R που αντιστοιχεί σε γωνία x (σε

rad) είναι Rx ενώ της αντίστοιχης χορδής είναι 2Rημ
x
2 . Λόγος τους είναι
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Σχήμα 2.28. Ο λόγος τόξου-χορδής ότων τα μήκη τους τείνουν στο 0 είναι 1.

Rx
2Rημ

x
2
= x

ημxσυν
x
2 και έχει όριο όταν x → 0 το 1. Αυτό εκφράζει το διαισθη-

τικό αποτέλεσμα ότι όταν η χορδή είναι «μικρή» τότε είναι «περίπου» όσο το

αντίστοιχο τόξο. Αυτό ισχύει κι γενικότερα:

lim
h→0

∫ x0+hx0

√
1 + (f ′ (x))2dx

√
h2 + (f (x0 + h) − f (x0))2

=
( 0
0
)

lim
h→0

√
1 + (f ′ (x0 + h))2

√
1 + (f ′ (x0 + h))2

= 1,

πράγμα που μας επιτρέπει να ορίσουμε την καμπυλότητα ως όριο γωνίας δια

χορδής (όπως π.χ. γίνεται στο [17]). Αν δε αντικαταστήσουμε την γωνία με

την εφαπτομένη της μπορούμε να έχουμε ένα ορισμό της καμπυλότητας προ-

σαρμοσμένο στα σχολικά δεδομένα:

κ = lim
h→0

∣ f
′(x0)−f ′(x0+h)

1+f ′(x0)f ′(x0+h) ∣√
h2 + (f (x0 + h) − f (x0))2

(2.15)

2.6.4 Παραδείγματα στον υπολογισμό της καμπυλότητη-

τας

Παράδειγμα 26. Ας θεωρήσουμε την f (x) = x2
. Η καμπυλότητα της στο

τυχόν x0 είναι

2
√

1 + 4x2
0

3
.

Η καμπυλότητα για x→ ±∞ τείνει στο μηδέν, ενώ η μέγιστη τιμή της που είναι

2 επιτυγχάνεται για x = 0 (Σχήμα 2.29).
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Σχήμα 2.29. Η καμπυλότητα της f (x) = x2.

Παράδειγμα 27. Αν f (x) = ex τότε η καμπυλότητα της στο τυχόν x είναι

ex
√

1 + e2x
3

Εύκολα διαπιστώνεται ότι η μέγιστη τιμή της επιτυγχάνεται όταν x = −1
2 ln 2

είναι
2
9

√
3 = 0,385 (Σχήμα 2.30).

Παράδειγμα 28. ΄Εστω f(x) = ημx. Στο σημείο P (x0, f(x0)) της Cf αντι-

στοιχεί κέντρο καμπυλότητας με συντεταγμένες

x0ημx0 + συνx0 + συν
3x0

ημx0
, −2

συν
2x0

ημx0

η δε καμπυλότητα είναι
∣ημx0∣√

1+συν2x0
3 (Σχήμα 2.31).

Παράδειγμα 29. Ο τύπος υπολογισμού της καμπυλότητας μπορεί να εφαρμο-

σθεί και στις κωνικές τομές αρκεί να τις εκφράσουμε μέσω κατάλληλων συναρ-

τήσεων. Για παράδειγμα η καμπύλη της έλλειψης

x2

α2
+ y

2

β2
= 1

μπορεί να εκφρασθεί ως ένωση των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων

f (x) = β
α

√
α2 − x2, g (x) = −β

α

√
α2 − x2, x ∈ [−α,α] .

και ο υπολογισμός της καμπυλότητας να γίνει σε αυτές. Είναι

f ′ (x) = −β
α

x√
α2 − x2

, f ′′ (x) = −βα 1
√
α2 − x2

3
x ∈ (−α,α) ,
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Σχήμα 2.30. Η καμπυλότητα της f (x) = ex.

τα δε σημεία ±α έχουν εξαιρεθεί διότι σε αυτά η f δεν παραγωγίζεται. Αν

εφαρμόσουμε τον τύπο 2.10 στην f βρίσκουμε ότι η καμπυλότητα στο x ∈
(−α,α) είναι

κ = βα4

√
(α2 − x2)α2 + β2x2

3
.

Για x = 0 έχουμε ότι η καμπυλότητα στο σημείο (0, α) είναι
β
α2 . ΄Ενας τρόπος

«ανάγκης»
14

για να αποδώσουμε καμπυλότητα και για x = ±α είναι να πάρουμε

όρια για x→ ±α και θα βρούμε
α
β2 . Αν υποτεθεί ότι α > β τότε η καμπυλότητα

της έλλειψης μεταβάλλεται μεταξύ της ελάχιστης τιμης της
β
α2 και της μέγιστης

τιμής της
α
β2 (Σχήμα 2.32).

14
Προκειμένου για καμπύλες ένας τρόπος για να αποδοθεί καμπυλότητα είναι η χρήση

παραμετρικών εξισώσεων. ΄Ετσι αν μια καμπύλη έχει παραμετρικές εξισώσεις x(t), y(t)
όπου το t μεταβάλλεται σε κατάλληλο διάστημα τότε ([35] σελ.207) μπορούμε να βρούμε ότι
η καμπυλότητα είναι

κ =
∣x′ (t) y′′ (t) − x′′ (t) y′ (t)∣

((x′ (t))2 + (y′ (t))2)
3
2

.

Για την περίπτωση μας της έλλειψης μπορούμε να πάρουμε

x (t) = ασυν (t) , y (t) = βημ (t) t ∈ [0,2π)

και για t = 0 θα βρούμε α
β2 .
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Σχήμα 2.31. Κύκλος καμπυλότητας και καμπυλότητα της f(x) = sinx.

Σχήμα 2.32. Μεταβολή της καμπυλότητας σε έλλειψη με προσέγγιση δύο δε-
καδικών.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Μία μικρή συλλογή ασκήσεων

Οι ασκήσεις προέρχονται από διάφορες πηγές οι οποίες όπου είναι δυνατόν

αναφέρονται. ΄Ολες επιλύονται με βάση όσα περιέχονται στο πρώτο κεφάλαιο και

για να επιτευχθεί αυτό χρειάστηκε σε ορισμένες να γίνουν κάποιες μετατροπές.

Επίσης παρουσιάζονται κάποιες, σκόπιμες, επικαλύψεις με το υλικό αυτού του

κεφαλαίου.

Ασκηση 1.
1
΄Εστω μια συνάρτηση f ορισμένη στο [α,β] και δύο φορές παρα-

γωγίσιμη σε αυτό με την δεύτερη παράγωγο παντού θετική. ΄Εστω ένα σημείο

M(p, q), α < p < β τέτοιο ώστε να βρίσκεται:

• Πάνω από τις εφαπτομένες της Cf στα σημεία τηςA (α, f (α)) καιB (β, f (β)).

• Κάτω από την Cf .

Τότε από το M άγονται ακριβώς δύο εφαπτομένες προς την Cf .

Απόδειξη. Η τυχούσα εφαπτομένη της Cf έχει εξίσωση

y = f ′ (t) (x − t) + f (t) t ∈ [α,β] .

Η υπόθεση για την θέση του M μας δίνει ότι

q > f ′ (α) (p − α) + f (α)

q > f ′ (β) (p − β) + f (β)

q < f(p)

Το πλήθος των εφαπτομένων που διέρχονται από τοM καθορίζεται, κατ΄ αρχήν

από το πλήθος των λύσεων (ως προς t) της εξίσωσης

q = f ′ (t) (p − t) + f (t)
1
Γενικότερα το θέμα εξετάζεται στην ενότητα 1.10.

187
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δηλαδή των ριζών της συνεχούς

r (t) = f ′ (t) (p − t) + f (t) − q

Είναι r (α) < 0, r (β) < 0, r(p) < 0. Από το θεώρημα του Bolzano έχουμε ότι

η r έχει τουλάχιστον μία ρίζα σε κάθε ένα από τα (α, p), (p, β). Η παράγωγος

της

r′ (t) = f ′′ (t) (p − t) − f ′ (t) + f ′ (t) = f ′′ (t) (p − t)
έχει μοναδική ρίζα το p επομένως από το θεώρημα του Rolle δεν έχει άλλη

ρίζα στα (α, p), (p, β). Συνεπώς η r έχει ακριβώς δύο ρίζες t1 < t2. Λόγω

της μονοτονίας της παραγώγου θα είναι f ′ (t1) < f ′ (t2) άρα οι αντίστοιχες

εφαπτομένες θα είναι διαφορετικές. ΄Αρα υπάρχουν ακριβώς δύο εφαπτομένες.

Απόδειξη. Μία κυρτή συνάρτηση έχει δύο βασικά χαρακτηριστικά:

• Η γραφική παράσταση βρίσκεται πάνω από τις εφαπτομένες.

• Η γραφική παράσταση σε ένα διάστημα βρίσκεται κάτω απο την αντίστοιχη

χορδή.

Ας θεωρήσουμε μία κυρτή συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα ∆ και a < b < c
από το ∆. Στο [a, b] η Cf βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη της στο σημείο

(b, f(b). ΄Αρα για x ∈ [a, b] έχουμε

f(x) ≥ f ′ (b) (x − b) + f (b)

και ολοκληρώνοντας στο [a, b] βρίσκουμε

∫
b

a
f (x)dx > (b − a) f (b) − f ′ (b) (b − a)2

2
(1)

Στο [b, c] η Cf βρίσκεται κάτω από την χορδή που συνδέει τα (b, f(b), (c, f(c))
δηλαδή για x ∈ [b, c] έχουμε

f (x) ≤ f (c) − f (b)
c − b (x − b) + f (b)

και ολοκληρώνοντας βρίσκουμε ότι

∫
c

b
f (x)dx < f (b) + f (c)

2
(c − b) (2)

κάτι αναμενόμενο αφού το β΄ μέλος για f θετική παριστάνει εμβαδόν τραπεζίου.

Υπάρχουν πολλοί τρόποι για να συνδέσουμε με ανισότητες τα ολοκληρώματα

που υπεισέρχονται στις (1), (2) αποφασίζοντας τι θέλουμε να κρατήσουμε και

βάζοντας ειδικές υποθέσεις. Αν για παράδειγμα θέλουμε να απαλλαγούμε από

την f ′(b) συτό μπορεί να γινει παρατηρώντας ότι

f (c) − f (b)
c − b = f ′ (ξ) >

ξ∈(c,b)
f ′ (b)
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και επομένως από την (1) έχουμε την:

∫
b

a
f (x)dx > (b − a) f (b) − f (c) − f (b)

c − b
(b − a)2

2
(1′).

Αν επιπλέον υποθέσουμε ότι b − a = c − b = 1 έχουμε:

∫
c

b
f (x)dx − f (c)

2
< f (b)

2

3∫
b

a
f (x)dx + 3f (c)

2
> f (b)

2

που μας δίνουν την

3∫
b

a
f (x)dx + 3f (c)

2
≥ ∫

c

b
f (x)dx − f (c)

2

δηλαδή την

∫
c

b
f (x)dx < 3∫

b

a
f (x)dx + 2f (c)

που δίνει την αποδεικτέα για a = 0, b = 1, c = 2.

Ασκηση 2.
2
Αν η συνάρτηση f είναι κυρτή στο R, με συνεχή παράγωγο και

ισχύει

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = +∞.

Να δείξετε ότι υπάρχει x0 με f ′(x0) = 0. 3

Απόδειξη. Αν η παράγωγος δεν μηδενίζονταν, ως συνεχής, θα διατηρούσε

πρόσημο. Επομένως η f θα ήταν γνησίως μονότονη. Κάποιο από τα όρια της

στα ±∞ θα ήταν μικρότερο ή ίσο από το f(0). ΄Αρα δεν μπορούν να είναι και

τα δύο +∞.

2https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=53&t=3473&p=18608&hilit
3
Το συμπέρασμα μπορεί να αποδειχθεί με λιγότερες υποθέσεις αλλά κάπως πιο δύσκολα.

Πρόκειται για μία επέκταση του θεωρήματος του Rolle:
Αν τα όρια στα +∞, −∞ είναι ίσα με +∞ και η f είναι παραγωγίσιμη τότε η παράγωγος της
έχει ρίζα.

Μία απόδειξη θα μπορούσε να ήταν η εξής:

• Αν η f παίρνει και αρνητικές τιμές θα έχει δύο τουλάχιστον ρίζες και ο μηδενισμός
της παραγώγου προκύπτει από το θεώρημα του Rolle.

• Αν δεν παίρνει αρνητικές τιμές αλλά γίνεται μηδέν τότε το μηδέν είναι η ελάχιστη τιμή
της και ο μηδενισμός της παραγώγου προκύπτει από το θεώρημα του Fermat.

• Αν τέλος η f δεν μηδενίζεται τότε θεωρούμε την συνάρτηση w ορισμένη στο [−
π
2
, π
2
]

με w (−
π
2
) = w (

π
2
) = 0 και w (x) = 1

f(εϕx) για x ∈ (−
π
2
, π
2
). Διαπιστώνεται εύκολα

ότι η w ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο [−
π
2
, π
2
] και επομένως η

παράγωγος της −
f ′(εϕx)(1+εϕ2x)
(f(εϕx))2 έχει ρίζα στο (−

π
2
, π
2
) και επομένως και η f ′ έχει

ρίζα στο R.

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=53&t=3473&p=18608&hilit
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Ασκηση 3. ΄Εστω f μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα ∆. Θα λέμε ότι η

f ικανοποιεί μία συνθήκη Lipschitz στο ∆ αν υπάρχει αριθμός c τέτοιος ώστε:

∣f(x) − f(y)∣ ≤ c∣x − y∣

για όλα τα x, y ∈ ∆.

1. Να αποδείξετε ότι κάθε παραγωγίσιμη και κυρτή συνάρτηση σε ένα κλει-

στό διάστημα ∆ = [α,β] ικανοποιεί μία συνθήκη Lipschitz στο ∆.

2. Να εξετάσετε αν ισχύει το αντίστροφο του 1.

Απόδειξη. Η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο ∆ (Πρόταση ♢ 1). ΄Αρα

∣f ′ (t)∣ ≤ max (∣f ′ (α)∣ , ∣f ′ (β)∣) = c

για όλα τα t. Αν τώρα x, y από το ∆ με x < y εφαρμόζουμε το θεώρημα μλεσης

τιμής στο διάστημα [x, y] και έχουμε ότι για κάποιο ξ ∈ (x, y) είναι

∣f (x) − f (y)∣ = ∣f ′ (ξ) (x − y)∣ ≤ c ∣x − y∣ .

Η παραπάνω σχέση ισχύει και όταν x = y και έτσι το 1. έχει αποδειχθεί.

Για το 2. παρατηρούμε ότι η ημ στο [0,2π] ικανοποιεί την

∣ημx − ημy∣ ≤ 1 ⋅ ∣x − y∣ ,

χωρίς να είναι κυρτή. Κάθε μη κυρτή με συνεχή παράγωγο θα μπορούσε να

είναι αντιπαράδειγμα.

Ασκηση 4. ΄Εστω συναρτήσεις f και g ορισμένες και παραγωγίσιμες στο ∆.

1. Να αποδειχθεί ότι αν η παράγωγος της f είναι γνησίως αυξουσα και της

g φθίνουσα τότε οι γραφικές παραστάσεις τους έχουν το πολύ δύο κοινά

σημεία.

2. Να αποδειχθεί ότι αν η f να είναι κυρτή και η g κοίλη τότε οι γραφι-

κές παραστάσεις τους έχουν το πολύ δύο κοινά σημεία. Ειδικότερα να

αποδειχθεί ότι μία ευθεία μπορεί να τέμνει την γραφική παράσταση μίας

κυρτής συνάρτησης το πολύ σε δύο σημεία.

3. Να αποδειχθεί ότι αν η f να είναι κυρτή, η g κοίλη, ισχύει f(x) ≥ g(x)
για όλα τα x και το ίσον ισχύει μόνο για ένα εσωτερικό σημείο x0 του

∆ τότε το (x0, f(x0)) είναι σημείο επαφής των γραφικών παραστάσεων

των f και g (δηλαδή οι εφαπτομένες τους σε αυτό συμπίπτουν).

Απόδειξη.
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1. Θεωρούμε την συνάρτηση h = f − g είναι h′ = f ′ − g′. Για x1 < x2 από το

∆ έχουμε

f ′ (x1) < f ′ (x2) (1)
και g′ (x1) ≥ g′ (x2) από την οποία προκύπτει ότι

−g′ (x1) ≤ −g′ (x2) (2).

Συνδυάζοντας τις (1) και (2) έχουμε ότι

f ′ (x1) − g′ (x1) < f ′ (x2) − g′ (x2)

επομένως η h′ είναι γνησίως αύξουσα. Αν τώρα υποτεθεί ότι οι Cf ,
Cg είχαν τρία ή περισσότερα κοινά σημεία θα υπήρχαν τρία τουλάχιστον

σημεία (p, p′), (q, q′), (r, r′) με τετμημένες p < q < r που θα ανήκαν στις

γραφικές παραστάσεις και των δύο συναρτήσεων. Θα ισχύει δηλαδή

f (p) = g (p) = p′, f (q) = g (q) = q′, f (r) = g (r) = r′.

Από τις σχέσεις αυτές συνάγουμε ότι:

h (p) = h (q) = h (r) .

Εφαρμόζοντας το θεώρημα του Rolle στα διαστήματα [p, q] και [q, r]
συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν s, t με

p < s < q < t < r,

ώστε

h′ (s) = 0 = h′ (t) ,
πράγμα που αντίκειται στο ότι η h′ είναι γνησίως αύξουσα (άτοπο). Ε-

πομένως οι γραφικές παραστάσεις των f και g δεν μπορούν να έχουν

περισσότερα από δύο κοινά σημεία.

2. Οι f και g θα παραγωγίζονται στα εσωτερικά σημεία του ∆ και στο

εσωτερικό του ∆ η f ′ θα είναι γνησίως αύξουσα ενώ η g′ θα είναι γνησίως

φθίνουσα. Εργαζόμενοι όπως στο 1. συμπεραίνουμε ότι:

• Η h είναι συνεχής στο ∆, παραγωγίσιμη στα εσωτερικά σημεία του

και η h′ είναι γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό του διαστήματος ∆.

• Αν υπάρχουν τρία ή περισσότερα κοινά σημεία των γραφικών παρα-

στάσεων των f , g θα υπάρχουν στο εσωτερικό του ∆ δύο ρίζες της

h′ κάτι που αντίκειται στη μονοτονία της.

Στην ειδική περίπτωση που έχουμε μία κυρτή συνάρτηση f και μία ευθεία

y = ax + b ονομάζουμε g(x) = ax + b, παρατηρούμε ότι η g′ ως σταθερή

είναι φθίνουσα και εργαζόμαστε όπως πριν. Αν η ευθεία είναι της μορφής

x = a τότε προφανώς δεν μπορεί να τέμνει την γραφική παράσταση της f
σε περισσότερα από ένα σημεία.
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3. Ορίζουμε πάλι h = f − g. Θα είναι h(x) ≥ 0 και στο x0 θα ισχύει το ίσον.

Η h θα παρουσιάζει ελάχιστο σε εσωτερικό σημείο του ∆ και επομένως

από το θεώρημα του Fermat θα μηδενίζεται σε αυτό η παράγωγος της.

Θα είναι λοιπόν h′ (x0) = 0 και επομένως f ′ (x0) = g′ (x0). Οι εφαπτο-

μένες των Cf και Cg στο κοινό τους σημείο (x0, f (x0)) έχουν αυτό το

σημείο κοινό και ίσους συντελεστές διευθύνσεως τις f ′ (x0) = g′ (x0)
άρα συμπίπουν.

Ασκηση 5.
4
Αν οι x1, . . . , xn είναι θετικοί άριθμοί, όχι όλοι ίσοι με άθροισμα

1 τότε

xx11 ⋯xxnn > 1

n
.

Απόδειξη. Η αποδεικτέα είναι ισοδύναμη με την

ln (xx11 ⋅ ⋅ ⋅ xxnn ) > ln
1

n

ή την

x1 lnx1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xn lnxn > (x1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xn) ln
x1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xn

n
.

που γράφεται και:

x1 lnx1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xn lnxn
n

> (x1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xn
n

) ln
x1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xn

n

Η τελευταία ανισότητα ισχύει διότι προκύπτει αν εφαρμόσουμε την ανισότητα

Jensen στην κυρτή συνάρτηση x lnx.

Ασκηση 6. Να αποδειχθεί ότι αν ένας τουλάχιστον από τους α,β, γ είναι δι-

άφορος της μονάδας τότε η συνάρτηση f (x) = αx + βx + γx είναι κυρτή.

Απόδειξη. f ′′ (x) = αx ln2 α + βx ln2 β + γx ln2 γ > 0.

Ασκηση 7. ΄Εστω f ∶ [0,1] → R μια γνησίως αύξουσα και κυρτή συνάρτηση

τέτοια ώστε f(0 = 0 και f(1) = 1. Να αποδειχθεί ότι για όλα τα x ισχύει

f (x) f−1 (x) ≤ x2.

Απόδειξη. Επειδή κάθε σημείο της Cf θα βρίσκεται κάτω από την χορδή που

συνδέει τα (0, f(0)), (1, f(1) που έχει εξίσωση y = x θα ισχύει f(x) ≤ x για

όλα τα x. Το ίσον ισχύει μόνο για x = 0, x = 1. Επίσης από την συνέχεια της

f , συνάγουμε ότι το σύνολο τιμών της f , που είναι και πεδίο ορισμού της f−1
,

είναι το [0,1].
Θέτοντας y = f−1(x) έχουμε x = f(y), y ∈ [0,1] και η αποδεικτέα ισοδυνα-

μεί με την:

f (f (y)) y ≤ f2 (y) .
4https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=53&t=3473&p=18608&hilit

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=53&t=3473&p=18608&hilit
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Η τελευταία προφανώς ισχύει σχέση ισχύει για y = 0 και y = 1. Για y ≠ 0,1
είναι και f(y) ≠ 0,1 και η σχέση ισοδυναμεί με την

f (f (y)) − f (0)
f (y) − 0

≤ f (y) − f (0)
y − 0

,

η οποία, αφού f(y) < y, ισχύει λόγω της Πρότασης ♢ 12.

Ασκηση 8. ΄Εστω κυρτή συνάρτηση f ∶R → R και a, b, c θετικοί αριθμοί με

abc = 1. Να αποδειχθεί ότι

f(a)
1 + a + ab +

f(b)
1 + b + bc +

f(c)
1 + c + ca≥f(1).

Απόδειξη. Αρκεί να παρατηρήσουμε ότι, αφού c = 1
ab , οι θετικοί αριθμοί

λ1 =
1

1 + a + ab, λ2 =
1

1 + b + bc , λ3 =
1

1 + c + ca,

έχουν άθροισμα 1 αφού

1

1 + a + ab +
1

1 + b + bc +
1

1 + c + ca =

1

1 + a + ab +
1

1 + b + 1
a

+ 1

1 + 1
ab +

1
b

=

1

1 + a + ab +
a

1 + a + ab +
ab

1 + a + ab = 1.

Εφαρμόζοντας την ανισότητα του Jensen έχουμε:

λ1f (a) + λ2f (b) + λ3f (c) ≥ f (λ1a + λ2b + λ3c) .

Αλλά:

λ1a + λ2b + λ3c =
a

1 + a + ab +
b

1 + b + bc +
c

1 + c + ca =

a

1 + a + ab +
b

1 + b + 1
a

+
1
ab

1 + 1
ab +

1
b

=

a

1 + a + ab +
ab

1 + a + ab +
1

1 + a + ab = 1,

από την οποία προκύπτει το αποδεικτέο.

Ασκηση 9. ΄Εστω η κυρτή συνάρτηση f ∶ [−m,m]→ R. Να μελετηθεί ως προς

τη μονοτονία και τα ακρότατα η συνάρτηση g ∶ [0,m]→ R με

g(x) = f(x) + f(−x).
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Λύση. Στο (−m,m) είναι

g′ (x) = f ′ (x) − f ′ (−x) .

Αφού f ′ ! είναι και g′ !. Επίσης g′(0) = 0 άρα η g′ είναι αρνητική στο (−m,0)
και θετική στο (0,m). Επομένως g # στο [−m,0] και g ! στο [0,m]. ΄Αρα η

g έχει ελάχιστη τιμή στο 0 το 2f(0). Στα m, −m παρουσιάζει τη μέγιστη τιμή

της g(−m) = g(m) = f(m) + f(−m).

Ασκηση 10. ΄Εστω f μια κυρτή συνάρτηση ορισμένη στο R και a, b θετικοί

αριθμοί. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

g(x) = f(x + a) − g(x − b),

είναι γνησίως αύξουσα.

Απόδειξη. g′ (x) = f ′ (x + a) − f ′ (x − b) > 0 αφου f ′ ! και x + a > x − b.

Ασκηση 11.
5
΄Εστω f ∶ (0,+∞)→ R μια κυρτή συνάρτηση με συνεχή δεύτερη

παράγωγο τέτοια ώστε lim
x→+∞

f (x) = 0. Να βρεθούν τα όρια

lim
x→+∞

f ′ (x) , lim
x→+∞

xf ′ (x) = 0.

Λύση. Κατ΄ αρχάς παρατηρούμε ότι η f ′ δεν μπορεί να πάρει τιμή μεγαλύτερη

ή ίση του μηδενός. Διότι αν f ′(x0) ≥ 0 τότε για x1 > x0 θα είναι f ′(x1) > 0
και αφού για όλα τα x ισχύει

f (x) ≥ f ′ (x1) (x − x1) + f (x1) ,

και

lim
x→+∞

(f ′ (x1) (x − x1) + f (x1)) = +∞,

θα είναι και lim
x→+∞

f (x) = +∞ (άτοπο).

Αφού η f ′ είναι παντού αρνητική είναι f # και από την υπόθεση ότι lim
x→+∞

f (x) =
0 συνάγουμε και ότι η f είναι παντού θετική. ΄Ηδη τα στοιχεία αυτά μας επι-

τρέπουν να μαντέψουμε τα ζητούμενα όρια όπως υποδεικνύει το σχήμα 3.1.

Φαίνεται ότι για x → +∞ είναι f ′(x) → 0 και xf ′(x) → 0. Αποδεικνύονται δε

ως εξής:

lim
x→+∞

f ′ (x) = 0 Για κάθε x, y είναι

f (y) ≥ f ′ (x) (y − x) + f (x) ,

και επομένως

f (x) ≤ f ′ (x) (x − y) + f (y) (∗).
5https://artofproblemsolving.com/community/c7h1904188p13026619

https://artofproblemsolving.com/community/c7h1904188p13026619
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Σχήμα 3.1. ΄Ασκηση 11 . Για x→ +∞ είναι f(x)→ 0 και f ′(x)→ 0

Η γνησίως φθίνουσα και συνεχής συνάρτηση f ′ έχει στο +∞ όριο κάποιο

` ≤ 0. Αν υποτεθεί ότι ` < 0 κρατώντας το y σταθερό και παίρνοντας όρια

στην (∗) για x→ +∞ έχουμε το άτοπο συμπέρασμα ότι lim
x→+∞

f (x) = −∞.

΄Αρα ` = 0.

lim
x→+∞

xf ′ (x) = 0 Διαπιστώνεται εύκολα ότι η συνεχής συνάρτηση f(x) −

xf ′ (x) είναι γνησίως φθίνουσα και παίρνει μόνο θετικές τιμές επομένως

έχει στο +∞ πραγματικό όριο άρα και η −xf ′ (x) πραγματικό όριο. ΄Εστω

lim
x→+∞

xf ′ (x) = L. Από την (∗) έχουμε ότι:

f (x) + yf ′ (x) − f (y) ≤ f ′ (x)x ≤ 0

Παίρνοντας στην παραπάνω σχέση όρια για x→∞ βρίσκουμε

0 + y ⋅ 0 − f (y) ≤ L ≤ 0.

Παίρνοντας τώρα όρια για y → +∞ βρίσκουμε ότι L = 0.

Ασκηση 12. ΄Εστω ν ∈ N∗
και α > −1.

1. Να αποδειχθεί ότι για ν > 1 η συνάρτηση f(x) = (1 + x)ν , x > −1 είναι

κυρτή.
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2. Να αποδειχθεί ότι για όλα τα x > −1 ισχύει (1+ x)ν ≥ 1+ νx (Ανισότητα

του Bernouli).

Απόδειξη.

1. Είναι f ′ (x) = ν (1 + x)ν−1
και f ′′ (x) = ν (ν − 1) (1 + x)ν−2 > 0.

2. Για ν = 1 η ανισότητα ισχύει ως ισότητα. Για ν > 1 παρατηρούμε ότι η Cf
βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της επομένως και από εκείνη στο

σημείο (0,1) που είναι η y = νx + 1 και επομένως ισχύει f (x) ≥ 1 + νx.
΄Αρα για όλα τα θετικά ν το αποδεικτέο ισχύει.

Ασκηση 13.
6
Μια πολυωνυμική συνάρτηση f έχει περιττό βαθμό μεγαλύτερο

του 1. Να αποδειχθεί ότι δεν είναι κυρτή.

Απόδειξη. Η f ′ θα είναι πολυωνυμική άρτιου βαθμού τουλάχιστον 2.

• Αν ο συντελεστής μεγιστοβαθμίου όρου της είναι θετικός τότε lim
x→−∞

f ′ (x) =
+∞. ΄Εστω αριθμός x2. Τότε θα υπάρχει x1 < x2 ώστε f ′ (x1) > f ′ (x2).
Η τελευταία ανισότητα αποκλείει η f ′ να είναι γνησίως αύξουσα.

• Αν πάλι ο συντελεστής μεγιστοβαθμίου όρου της f ′ είναι αρνητικός τότε

τότε lim
x→+∞

f ′ (x) = −∞ . Επιλέγοντας τυχόντα x1 συνάγουμε ότι υπάρχει

x2 > x1 ώστε f (x2) < f (x1) από την οποία πάλι αποκλείεται η f ′ να είναι

γνησίως αύξουσα.

Σε κάθε περίπτωση αποκλείεται η f να είναι κυρτή.

Ασκηση 14.
7
΄Εστω f ∶ R → R μαι κυρτή συνάρτηση. Να αποδειχθεί ότι δεν

υπάρχει πραγματικός αριθμός M τέτοιος ώστε f(x) <M για όλα τα x.

Απόδειξη. Λόγω της μονοτονίας της η f ′ θα γίνεται μηδέν το πολύ σε μία

τιμή. Επομένως θα παίρνει και μη μηδενικές τιμές. ΄Εστω f ′(x0) ≠ 0.
Αν υποτεθεί ότι f ′ (x0) > 0 τότε λόγω της σχέσης

f (x) ≥ f ′ (x0) (x − x0) + f (x0)

θα ισχύει lim
x→+∞

f (x) = +∞ η οποία δεν συμβιβάζεται με την f(x) <M για όλα

τα x.
Στην περίπτωση όπου f ′ (x0) < 0 τότε η σχέση που χρησιμοποιήσμε μας

δίνει lim
x→−∞

f (x) = +∞ που πάλι αντίκειται στην καθολική ισχύ της f(x) <M .

Ασκηση 15. Για τους διάφορους του 1 θετικούς αριθμούς p1, p2, ..., pn ισχύει

p1 ⋅ p2 ⋅ ... ⋅ pn = 1 τότε η συνάρτηση g ∶ [0,+∞)→ R με

g (x) = px1
lnp1

+ px2
lnp2

+ ... + pxn
lnpn

είναι κυρτή.

6
[36] σελ. 13
7
[36] σελ. 8
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Απόδειξη. Βρίσκουμε διαδοχικά ότι

g′ (x) = px1 + px2 + ... + pxn

g′′ (x) = px1 lnp1 + px2 lnp2 + ... + pxn lnpn

g′′′ (x) = px1 (lnp1)2 + px2 (lnp2)2 + ... + pxn (lnpn)2 > 0

Επομένως g′′ !. Αλλά

g′′ (0) = lnp1 + lnp2 + ... + lnpn = ln (p1 ⋅ p2 ⋅ ... ⋅ pn) = 0

επομένως g′′(x) > 0 για x > 0. ΄Αρα η συνεχής στο [0,+∞) συνάρτηση g′ έχει
στο (0,+∞) θετική παράγωγο. ΄Αρα g′ ! και η g είναι κυρτή.

Ασκηση 16. ΄Εστω f μία κυρτή συνάρτηση ορισμένη στο ∆ = [α,β]. ΄Εστω

σημείο K(p, q) με p ∈ [α,β] και q < f(p). Να αποδειχθεί ότι:

1. Για κάθε σημείο M(r, s) με r ∈ [α,β] και s > f(r) το ευθύγραμμο τμήμα

KM τέμνει την Cf ακριβώς σε ένα σημείο.

2. Υπάρχει ακριβώς ένα σημείο N της Cf τέτοι ώστε η απόσταση του από

το K να είναι ελάχιστη δηλαδή για κάθε άλλο σημείο N ′
της Cf να ισχύει

KN ≤KN ′
.

Απόδειξη.

1. Η περίπτωση όπου p = r είναι εύκολη. Το KM είναι κάθετο στον x′x
και τέμνει την Cf στο σημείο (p, f(p)).
Στην περίπτωση που p ≠ r η ευθεία που συνδέει το K με το M έχει

εξίσωση KM

y = s − q
r − p (x − p) + q

και τα σημεία του ευθυγράμμου τμήματος αντιστοιχούν στα σημεία της

παραπάνω ευθείας που έχουν τετμημένη στο κλειστό διάστημα με άκρα

τα p, r, ας το ονομάσουμε ∆. Θέλουμε η εξίσωση

s − q
r − p (x − p) + q = f (x) ,

ή ισοδύναμα η συνάρτηση

h (x) = s − q
r − p (x − p) + q − f (x)

να έχει ακριβώς μία ρίζα στο ∆. Είναι:

h (p) = q − f (p) < 0, h (r) = s − f (r) > 0
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και η συνεχής h έχει ρίζα στο ∆ από το θεώρημα του Bolzano. ΄Αρα το

τμήμα KM έχει κοινό σημείο με την Cf με τετμημένη μεταξύ των p, r.

Αν υποτεθεί ότι το KM έχει δύο κοινά σημεία A, B με την Cf (Σχήμα
3.2) ας πούμε με τετμημένες x1 < x2 μεταξύ των p, r τότε τα σημεία

της Cf με τετμημένη μικρότερη του x1 ή μεγαλύτερη του x2 πρέπει να

βρίσκονται πάνω από τα αντίστοιχα σημεία της ευθείας AB πράγμα που

δεν ισχύει για το K (άτοπο).

Σχήμα 3.2. ΄Ασκηση 16 :
Η KM δεν μπορεί να τέμνει την Cf σε δύο σημεία.

2. Το τυχόν σημείο της Cf είναι της μορφής (x, f(x)) και η απόσταση του

από το K είναι

d (x) =
√

(x − p)2 + (f (x) − q)2, x ∈ ∆.

Η d είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα ∆ επομένως έχει ελάχιστη τιμή

που σημαίνει ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο N της Cf του οποίο η

απόσταση από το K δεν υπερβαίνει τις αποστάσεις των άλλων σημείων

της από το K. Θα υποθέσουμε ότι υπάρχει και ένα δεύτερο σημείο R της

Cf του οποίου η απόσταση από το K είναι ελάχιστη και θα καταλήξουμε

σε άτοπο. Πράγματι αν θεωρήσουμε και το μέσον W του NR από το

ισοσκελές τρίγωνο KNR έχουμε ότι KW < KN (βλ. Σχήμα 3.3).

Επίσης λόγω της κυρτότητας της f το W βρίσκεται πάνω από το σημείο

της Cf με την ίδια τετμημένη. Αλλά από το προηγούμενο ερώτημα το

τμήμα KW θα έχει με την Cf ακριβώς ένα κοινό σημείο ας το πούμε L.
Τότε KL <KW <KN πράγμα αδύνατον αφού πρέπει KN ≥KL.
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Σχήμα 3.3. ΄Ασκηση 16:
Δεν υπάρχουν δύο σημεία που να απέχουν ελάχιστη απόσταση από το K.

Ασκηση 17.
8
Να αποδειχθεί ότι τα σημεία καμπής της συνάρτησης

w (x) = xημx,

ανήκουν στην καμπύλη με εξίσωση

y2 (4 + x2) = 4x2

Απόδειξη. Είναι

w′ (x) = ημx + xσυνx
w′′ (x) = 2συνx − xημx.

Παρατηρούμε ότι αν το x μηδενίζει την w′′
δηλαδή

2συνx − xημx = 0 (∗)

τότε το x δεν μπορεί να είναι μηδέν. Επίσης αφού το συνx δεν μηδενίζεται στο

μηδέν η (∗) δεν επαληθεύεται για x των οποίων το συνημίτονο μηδενίζεται ούτε

για εκείνα όπου μηδενίζεται το ημίτονο. ΄Αρα η (∗) ισοδυναμεί με οποιαδήποτε

από τις

2

x
= εφx x = 2

εφx
(∗∗)

Αν αντικαταστήσουμε ένα x που ικανοποιεί την (∗∗) στην τρίτη παράγωγο της

w βρίσκουμε

−3ημx− 2

εφx
συνx = −3ημx− 2συνx

ημx
συνx = −3ημ2x + 2συν2x

ημx
= −συν2x + 3

ημx
≠ 0

8
[27] σελ. 170
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΄Αρα κοντά σε αυτό το x η w′′′
θα διατηρεί πρόσημο, άρα η w′

θα είναι γνησίως

μονότονη και εκατέρωθεν αυτού του x θα αλλάζει πρόσημο επομένως για την

w θα έχουμε καμπή. Δείξαμε ότι τα σημεία καμπής της w είναι ακριβώς τα

σημεία της Cw που η τετμημένες τους ικανοποιούν την εξίσωση (∗).
Αν τώρα (x, y) είναι ένα σημείο καμπής της w θα είναι

y = xημx και x = 2

εφx

και επομένως

ημx = y
x

και x2 =
4 (1 − ημ

2x)
ημ2x

οπότε συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω σχέσεις βρίσκουμε ότι τα σημεία καμπής

ανήκουν στην καμπύλη

x2y2 = 4 (x2 − y2)

δηλαδή την δοθείσα.

Ασκηση 18.
9
Να βρεθεί η ικανή και αναγκαία συνθήκη που πρέπει να πληρούν

οι α,β, γ ώστε η

f (x) = αx4 + βx3 + γx2 + δx + ε, α ≠ 0

να έχει σημεία καμπής.

Λύση. Είναι

f ′ (x) = 4αx3 + 3βx2 + 2γx + δ

f ′′ (x) = 12αx2 + 6βx + 2γ.

Για να έχουμε σημεία καμπής πρέπει η f ′′:

• Κατ΄ αρχάς να έχει ρίζα για την οποία

• εκατέρωθεν της να αλλάζει πρόσημα.

Χρειάζεται λοιπόν να έχει διακρίνουσα μη αρνητική. Αλλά στην περίπτωση που

αυτή είναι μηδέν εκατέρωθεν της διπλής ρίζας η f ′′ διατηρεί πρόσημο: εκείνο

του α. ΄Αρα πρέπει η διακρίνουσα να είναι θετική ώστε η f ′′ να έχει δύο ρίζες

και μεταξύ τους να παίρνει πρόσημο αντίθετο του α ενώ εκτός των ριζών το

ίδιο με του α. Είναι

∆ = (6β)2 − 4 (12α) (2γ) = 36β2 − 96αγ = 12 (3β2 − 8αγ) ,

και επομένως η ζητούμενη συνθήκη είναι

3β2 − 8αγ > 0.

9
Βλ. [27] σελ. 168
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Ασκηση 19.
10

Να αποδειχθεί ότι τα σημεία καμπής της συνάρτησης

f (x) = e−xημx,

ανήκουν στην γραφική παράσταση κάποιας από τις συναρτήσεις

g (x) = ex, h (x) = −e−x

και ότι σε κάθε σημείο καμπής η Cf και, κατά περίπτωση, η Cg, Ch έχουν κοινή

εφαπτομένη.

Απόδειξη. ΄Εχουμε

f ′ (x) = e−x (συνx − ημx) , f ′′ (x) = −2e−xσυνx

Το πρόσημο και οι ρίζες της f ′′ εξαρτώνται από τον παράγοντα της συνx ο

οποίος εκατέρωθεν κάθε ρίζας του αλλάζει πρόσημο. Επομένως οι ρίζες της

συνx = 0 δηλαδή οι αριθμοί ±π2 + 2kπ, k ∈ Z είναι οι τετμημένες των σημείων

καμπής. Στα
π
2 + 2kπ είναι

f (π
2
+ 2kπ) = e−(

π
2
+2kπ)

ημ(π
2
+ 2kπ) = e

−(π2 +2kπ)
,

και τα σημεία καμπής της μορφής (π
2 + 2kπ, e

π
2
+2kπ) εκτός από την Cf ανήκουν

και στην Cg. Επίσης

f ′ (π
2
+ 2kπ) = e−(

π
2
+2kπ) (συν(π

2
+ 2kπ) − ημ(π

2
+ 2kπ)) =

e−(
π
2
+2kπ) (0 − 1) = g′ (π

2
+ 2kπ) ,

άρα οι συντελεστές διευθύνσεως των εφαπτομένων των Cf , Cg σε ένα τέτοιο

σημείο συμπίπτουν άρα και οι εφαπτομένες ταυτίζονται.

Ασκηση 20. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x) = { 1 x = 0
xx x > 0

.

Να αποδειχθεί ότι:

1. Η f είνα κυρτή.

2. Για όλα τα x ισχύει xx ≥ 2eex − 2ee+1 + ee.

3. ∫ ee− 1
2
xxdx > 1

4e
e
.

Απόδειξη.

10
[4], σελ. 104
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1. Κατ΄ αρχάς για να είναι η f κυρτή, σύμφωνα με τον ορισμό του σχολικού

βιβλίου, πρέπει να είναι συνεχής. Η συνέχεια της f (x) = xx = ex lnx
στα

x > 0 είναι προφανής και επομένως μένει να διαπιστώσουμε την συνέχεια

στο 0. Είναι

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

xx = lim
x→0

ex lnx = lim
u→0

eu = 1 = f (1) ,

διότι

lim
x→0

x lnx = lim
x→0+

lnx
1
x

=−∞
+∞

lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= 0.

Στο (0,+∞) είναι

f ′′ (x) = xx (ln2 x + 2 lnx + 1 + 1

x
) = xx ((lnx + 1)2 + 1

x
) > 0.

Επομένως η f είναι κυρτή.

2. Εύκολα βρίσκουμε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο (e, f(e)
είναι

y = 2eex − 2ee+1 + ee.
Λόγω της κυρτοτητας προκύπτει η προς απόδειξη ανισότητα η οποία είναι

γνήσια εκτός από την τιμή x = e όπου ισχύει σαν ισότητα.

3. Είναι xx ≥ 2eex − 2ee+1 + ee και η ισότητα ισχύει μόνο για ένα σημείο

επομένως:

∫
e

e− 1
2

f (x)dx > ∫
e

e− 1
2

(2eex − 2ee+1 + ee)dx.

Εύκολα βρίσκουμε ότι το ολοκλήρωμα στο δεύτερο μέλος είναι
1
4e
e
και

το αποδεικτέο έπεται.

Ασκηση 21. ΄Εστω η πολυωνυμική συνάρτηση

p (x) = (x − a1) (x − a2) ⋅ ... ⋅ (x − an) ,

όπου n > 2 και a1 < a2 < ... < an. Να αποδειχθεί ότι έχει ακριβώς n − 2 σημεία

καμπής.

Απόδειξη. Το πολυώνυμο p έχει βαθμό n και συντελεστή μεγιστοβαθμίου όρου

1. Η παράγωγος του είναι επίσης πολυώνυμο με βαθμό n − 1 και συντελεστη

μεγιστοβαθμίου όρου n. Τέλος η δεύτερη παράγωγος του p θα είναι πολυώνυμο

βαθμού n − 2 και ο μεγιστοβάθμιος όρος του θα έχει συντελεστή n(n − 1).
Στα άκρα καθενός από τα n− 1 διαστήματα [a1, a2] , [a2, a3] , ..., [an−1, an] η p
παίρνει ίσες τιμές (μηδέν) και επομένως σε κάθε ένα από αυτά τα διαστήματα

ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρηματος του Rolle. Επομένως σε κάθε ένα

από τα (a1, a2) , (a2, a3) , ..., (an−1, an) η παράγωγος p′ θα έχει μία τουλάχιστον
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ρίζα. Οι ρίζες αυτές είναι προφανώς διαφορετικές. Ας τις πούμε b1 < b2 < ... <
bn−1. Εφαρμόζοντας το ίδιο επιχείρημα στην παράγωγο p′′ της p′ συμπεραίνουμε
ότι σε κάθε διάστημα (b1, b2) , (b2, b3) , ..., (bn−2, bn−1) θα έχει μία τουλάχιστον

ρίζα. Ας πούμε αυτές τις ρίζες c1 < c2 < ... < cn−2. Τα x− c1, x− c2, ..., x− cn−2

είναι παράγοντες του p′′. ΄Αρα:

p′′ (x) = h (x) (x − c1) (x − c2) ⋅ ... ⋅ (x − cn−2)

για κάποιο πολυώνυμο h (x). Κάνοντας μια σύγκριση των βαθμών στα πολυ-

ώνυμα που απαρτίζουν τα μέλη της παραπάνω ισότητας βρίσκουμε ότι το h (x)
θα έχει μηδενικό βαθμό δηλαδή θα είναι μία σταθερά αναγκαστικά ίση με τον

συντελεστή μεγιστοβαθμίου όρου του p′′ (x). ΄Αρα

p′′ (x) = n (n − 1) (x − c1) (x − c2) ⋅ ... ⋅ (x − cn−2) .

Ιδιαιτέρως παρατηρούμε ότι οι c1, c2, ..., cn−2 είναι όλες οι ρίζες του p′′(x). Τώρα

στο (−∞, c1) όλοι οι παράγοντες x − c1, x − c2, ..., x − cn−2 είναι αρνητικοί ενώ

στο (c1, c2) είναι όλοι αρνητικοί εκτός του x − c1 που είναι θετικός. ΄Αρα η

p′′ (x) εκατέρωθεν του c1 αλλάζει πρόσημο άρα στο c1 παρουσιάζει καμπή. Σε

ανάλογα συμπεράσματα καταλήγουμε για τα c2, ..., cn−2 και καταλήγουμε στο

ότι η p έχει n − 2 σημεία καμπής.

Ασκηση 22. Να αποδειχθεί ότι αν μια κυρτή συνάρτηση είναι ορισμένη στους

πραγματικούς και δεν έχει ρίζες είναι παντού θετική.

Απόδειξη. ΄Εστω f ∶ R → R κυρτή που δεν μηδενίζεται. Θα δείξουμε ότι δεν

μπορεί να πάρει αρνητικές τιμές. ΄Εστω πως μπορεί και f(x0) < 0. ΄Εστω τυχόν

x1.

• Αν f ′ (x1) ≤ 0 έστω τυχόν x2 < x1 . Θα είναι f ′ (x2) < 0 και

f (x) ≥ f ′ (x2) (x − x2) + f (x2)

για όλα τα x. Είναι

lim
x→−∞

(f ′ (x2) (x − x2) + f (x2)) = +∞

και επομένως lim
x→−∞

f (x) = +∞. ΄Αρα υπάρχει x3 ώστε f (x3) > 0 και από

το θεώρημα του Bolzano η f έχει ρίζα μεταξύ x3 και x0 (άτοπο).

• Αν f ′ (x1) ≥ 0 τότε καταλήγουμε σε άτοπο εργαζόμενοι παρόμοια παίρ-

νοντας x2 > x1, την ανισότητα f (x) ≥ f ′ (x2) (x − x2) + f (x2) και όρια

στο +∞.

Τελικά η f είναι παντού θετική.
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Ασκηση 23.
11

Να αποδειχθεί ότι αν μια κυρτή συνάρτηση είναι ορισμένη στους

πραγματικούς και lim
x→−∞

f (x) = −∞ τότε είναι lim
x→+∞

f (x) = +∞.

Απόδειξη. Θα δείξουμε πρώτα ότι f ′ (x) > 0 για όλα τα x. Πράγματι αν

υποτεθεί ότι για κάποιο x0 είναι f ′ (x0) ≤ 0 τότε για x1 < x0 είναι f ′ (x1) <
f ′ (x0) οπότε f ′ (x1) < 0. Αν τώρα στην ανισότητα

f (x) ≥ f ′ (x1) (x − x1) + f (x1) ,

πάρουμε το όριο του β΄ μέλους για x → −∞ θα καταλήξουμε στο άτοπο συμ-

πέρασμα ότι lim
x→−∞

f (x) = +∞.

Αφού η παράγωγος της f είναι παντού θετική επιλέγουμε x2 και από την

ανισότητα

f (x) ≥ f ′ (x2) (x − x2) + f (x2) ,
συμπεραίνουμε ότι lim

x→+∞
f (x) = +∞ δηλαδή το αποδεικτέο.

Ασκηση 24.
12

Να αποδειχθεί ότι A,B,C είναι γωνίες τριγώνου τότε ισχύει:

ημAημB ημC ≤ 3
√

3

8
.

Απόδειξη. Η αποδεικτέα ισοδυναμεί με την

lnημA + lnημB + lnημC ≤ ln
3
√

3

8
.

Αν θεωρήσουμε την συνάρτηση

f (x) = lnημx, x ∈ (0, π) ,

αρκει να δείξουμε ότι

f (A) + f (B) + f (C) ≤ ln
3
√

3

8
(∗).

Είναι

f ′ (x) = συνx

ημx
, f ′′ (x) = − 1

ημ2x

και επομένως η f είναι κοίλη. Από την ανισότητα του Jensen έχουμε:

f (A)+f (B)+f (C) = 3
f (A) + f (B) + f (C)

3
≤ 3f (A +B +C

3
) = 3f (π

3
) = 3 ln

√
3

2
,

και επομένως την (∗).
11
Από το Mathematics Stack Exchange: https://math.stackexchange.com/

questions/2081072/exercise-on-convex-functions
12
Από το [10].

https://math.stackexchange.com/questions/2081072/exercise-on-convex-functions
https://math.stackexchange.com/questions/2081072/exercise-on-convex-functions
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Ασκηση 25.
13

΄Εστω ∆ ένα διάστημα θετικών αριθμών και f μια κυρτή συ-

νάρτηση ορισμένη στο ∆. ΄Εστω

F (x, y) = yf (x
y
) , x, y ∈ ∆.

Να αποδειχθεί αν x1, ...xn, y1, ..., yn ∈ ∆ τότε

F (x1, y1) + ... + F (xn, yn) ≥ F (x1 + ... + xn, y1 + ... + yn) .

Απόδειξη. Η αποδεικτέα γράφεται

y1f (x1

y1
) + ... + ynf (xn

yn
) ≥ (y1 + ... + yn) f (x1 + ... + xn

y1 + ... + yn
)

και ισοδυναμεί με την

y1

y1 + ... + yn
f (x1

y1
) + ... + yn

y1 + ... + yn
f (xn

yn
) ≥ f (x1 + ... + xn

y1 + ... + yn
) (∗)

Το πρώτο μέλος της (∗) λόγω της ανισότητας του Jensen είναι μεγαλύτερο ή

ίσο από

f ( y1

y1 + ... + yn
⋅ x1

y1
+ ... + yn

y1 + ... + yn
⋅ xn
yn

)

δηλαδή από το δεύτερο μέλος.

Ασκηση 26. ΄Εστω f ∶ [α,β] → R παραγωγίσιμη, κυρτή και τέτοια ώστε

f (α) f (β) < 0. Να αποδειχθεί ότι έχει ακριβώς μία ρίζα.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι f (α) < 0 < f (β). Η περίπτωση f (β) < 0 <
f (α) αντιμετωπίζεται όμοια. Η f στο [α,β] παίρνει ελάχιστη τιμή η οποία λόγω

του ότι f (α) < 0 είναι αρνητική. Για το f ′ (α) διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

Περίπτωση 1. f ′ (α) ≥ 0. Τότε αφού f ′ ! αυτή θα είναι θετική στο (α,β] και

επομένως η f !. Από το θεώρημα του Bolzano έχει ρίζα στο (α,β) που

είναι μοναδική.

Περίπτωση 2. f ′ (α) < 0. Τότε αφού

f ′ (α) = lim
x→α+

f (x) − f (α)
x − α < 0,

κοντά στο α θα είναι
f (x) − f (α)

x − α < 0 και για αυτά τα x αφού x −α > 0

θα είναι f (x)−f (α) < 0 δηλαδή f (x) < f (α) < 0. Η f θα έχει ελάχιστη

τιμή στο [α,β] η οποία θα είναι αρνητική και θα παρουσιάζεται σε κάποιο

εσωτερικό σημείο του [α,β] ας το πούμε x0. Από το θεωρημα του Fermat
θα είναι f ′ (x0) = 0 και για x < x0 θα είναι f ′ (x) < 0 και για x > x0 θα

είναι f ′ (x) > 0. Τα παραπάνω στοιχεία απεικονίζονται στο παρακάτω

διάγραμμα:

13
Από υλικό των ομίλων Μαθηματικών του Berkeley (https://mathcircle.berkeley.

edu/circle-archives)

https://mathcircle.berkeley.edu/circle-archives
https://mathcircle.berkeley.edu/circle-archives
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x

f ′(x)

f

α x0 β

− 0 +

f (x0) < 0f (x0) < 0

Είναι προφανές ότι η f έχει μία μόνο ρίζα και αυτή στο διάστημα (x0, β).

Ασκηση 27. Να αποδειχθεί ότι αν οι a1, ...,an είναι θετικοί αριθμοί με

a2
1 + ... + a2

n = 1,

τότε
1

a1
+ ... + 1

an
≥ n

√
n.

Απόδειξη. Θεωρούμε την συνάρτηση

f (x) = 1√
x,

ορισμένη στο (0,+∞). Είναι

f ′′ (x) = 3

4
√
x

5
> 0

και επομένως η f είναι κυρτή. Χρησιμοποιώντας την ανισότητα του Jensen
έχουμε:

1

a1
+ ... + 1

an
= f (a2

1) + ... + f (a2
n) =

n
f (a2

1) + ... + f (a2
n)

n
≥ nf (a

2
1 + ... + a2

n

n
) = nf ( 1

n
) = n

√
n.

Ασκηση 28. Αν οι θετικοί αριθμοί a1, a2, ..., an έχουν άθροισμα 1 τότε ισχύει

a1√
1 − a1

+ a2√
1 − a2

+ ... + an√
1 − an

≥
√

n

n − 1

Πράγματι αν θεωρήσουμε την συνάρτηση

f (x) = x√
1 − x

, x ∈ (0,1)

είναι

f ′′ (x) = 4 − x
4 (x − 1)2 √1 − x

> 0
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και επομένως η f είναι κυρτή. Εφαρμόζοντας την ανισότητα του Jensen έχουμε:

a1√
1 − a1

+ a2√
1 − a2

+ ... + an√
1 − an

= f (a1) + f (a2) + ... + f (an) =

n( 1

n
f (a1) +

1

n
f (a2) + ... +

1

n
f (an)) ≥ nf ( 1

n
a1 +

1

n
a2 + ... +

1

n
an) =

nf ( 1

n
) = 1√

1 − 1
n

=
√

n

n − 1
.

Ασκηση 29. ΄Εστω f ∶ (0,+∞) → R κυρτή συνάρτηση. Να αποδειχθεί ότι αν

lim
x→+∞

f (x) = 0 τότε η συνάρτηση
f(x)
x είναι γνησίως φθίνουσα.

Απόδειξη. Δεν μπορεί να είναι f ′(x1) ≥ 0 για κάποιο x1. Διότι για x0 > x1

θα είναι f ′(x0) > 0 και αφού για όλα τα x ισχύει

f (x) ≥ f ′ (x0) (x − x0) + f (x0) ,

θα έχουμε το άτοπο συμπέρασμα ότι lim
x→+∞

f (x) = +∞. ΄Αρα για όλα τα x είναι

f ′(x) < 0 και f #.
Επίσης δεν μπορεί να είναι f(x1) ≤ 0 διότι τότε για x0 > x1, λόγω της

μονοτονίας της f , θα είναι f(x0) < 0 και επομένως για x > x0 θα είναι

f (x) < f (x0) < 0 οπότε lim
x→+∞

f (x) ≤ f (x0) < 0 συμπέρασμα που επίσης

είναι άτοπο. ΄Αρα f(x) > 0 για όλα τα x.
Τώρα

(f (x)
x

)
′
=

−

f ′ (x)x −

+

f (x)

x2
< 0

και το αποδεικτέο έπεται.

Ασκηση 30. ΄Εστω f ∶ [a, b]→ R κυρτή συνάρτηση. Να αποδειχθεί ότι συνάρ-

τηση g ∶ [0,1]→ R με

g (λ) = f ((1 − λ)a + λb) ,

είναι κυρτή.

Απόδειξη. Η g προφανώς είναι συνεχής στο [0,1] και παραγωγίσιμη στο (0,1).
Είναι:

g′ (λ) = ((1 − λ)a + λb)′ f ′ ((1 − λ)a + λb) = (b − a) f ′ (a + λ (b − a)) .

Με λ1 < λ2 είναι και

a + λ1 (b − a) < a + λ2 (b − a) .

Απο τη μονοτονία της f ′ έχουμε

f (a + λ1 (b − a)) < f (a + λ2 (b − a)) ,

από την οποία προκύπτει ότι g′ (λ1) < g′ (λ2) και η g είναι κυρτή.
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Ασκηση 31.
14

Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

f (x) = ex−
√
x,

είναι κυρτή.

Απόδειξη. Η f είναι ορισμένη στο [0,+∞) και συνεχής. Για x > 0 είναι

f ′′ (x) = ex−
√
x 1 + 4

√
x

3 − 4x +√
x

4
√
x

3
.

Θέτουμε
√
x = t και τότε

1 + 4
√
x

3 − 4x +
√
x = 1 + 4t3 − 4t2 + t.

Ορίζουμε την συνάρτηση

g (t) = 1 + 4t3 − 4t2 + t, t > 0,

και μελετούμε την g ως προς το πρόσημο. Είναι

g′ (t) = (6t − 1) (2t − 1) ,

και έχουμε τον ακόλουθο πίνακα μεταβολής της g:

t

g′(t)

f(t)

0 1
6

1
2

+∞

+ 0 − 0 +

11

29
27
29
27

11

+∞+∞

΄Αρα η g είναι θετική και το αυτό ισχύει για την f ′′. Επομένως η f είναι κυρτή.

Σχόλιο 43. Μια άλλη προσέγγιση: Είναι (x −√
x)′′ = 1

4
√
x
3 και επομένως η

h(x) = x−√
x είναι κυρτή. Η f σύνθεση της γνησίως αύξουσας και κυρτής ex

και της κυρτής h επομένως είναι κυρτή (Πρόταση♢ 23).

Ασκηση 32. Να αποδειχθεί ότι αν x, y είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί τότε

x lnx + y ln y ≥ (x + y) ln(x + y
2

) .
14https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=53&t=69273

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=53&t=69273
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Απόδειξη. Είναι:

ln(x + y
2

) = − ln
2

x + y = − ln( x

x + y ⋅
1

x
+ y

x + y ⋅
1

y
) .

Αλλά η ln είναι κοίλη και απο την ανισότητα του Jensen ισχύει:

ln( x

x + y ⋅
1

x
+ y

x + y ⋅
1

y
) ≥ x

x + y ln
1

x
+ y

x + y ln
1

y
= − 1

x + y (x lnx + y ln y) .

Επομένως:

− ln( x

x + y ⋅
1

x
+ y

x + y ⋅
1

y
) ≤ 1

x + y (x lnx + y ln y) .

΄Αρα:

ln(x + y
2

) ≤ 1

x + y (x lnx + y ln y) ,

από την οποία έχουμε την αποδεικτέα.

Ασκηση 33. Να αποδειχθεί ότι αν οι a1, a2, ..., an είναι μη αρνητικοί αριθμοί

με άθροισμα 1 τότε

n

∑
i=1

ai (1 − ai)2 ≤ (1 − 1

n
)

2

.

Απόδειξη. Η αποδεικτέα προφανώς αληθεύει για n = 1 και εύκολα αποδεικνύε-

ται ότι αληθεύει για n = 2 αφού η σχέση a1 + a2 = 1 συνεπάγεται την

a1 (1 − a1)2 + a2 (1 − a2)2 ≤ (1 − 1

2
)

2

,

αφού η τελευταία ισοδυναμεί με την a1a2 ≤ 1
4 η οποία ισχύει.

Για n ≥ 3 έχουμε

ai (1 − ai)2 = (1 − ai)ai (1 − ai) = (1 − ai) f (ai) ,

όπου f η κοίλη συνάρτηση

f(x) = x(1 − x).

Είναι
n

∑
i=1

(1 − ai) = n −
n

∑
i=1

ai = n − 1

επομένως

n

∑
i=1

ai (1 − ai)2 =
n

∑
i=1

(1 − ai) f (ai) = (n − 1)
n

∑
i=1

1 − ai
n − 1

f (ai) = (n − 1)
n

∑
i=1

bif (ai) ,
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όπου bi = 1−ai
n−1 μη αρνητικά με άθροισμα 1. Από την ανισότητα του Jensen

έχουμε ότι

(n − 1)
n

∑
i=1

bif (ai) ≤ (n − 1) f (
n

∑
i=1

biai) = (n − 1) f (
n

∑
i=1

1 − ai
n − 1

ai) =

(n − 1) f ( 1

n − 1

n

∑
i=1

(ai − a2
i )) = (n − 1) f ( 1

n − 1
(1 − S)) ,

όπου S =
n

∑
i=1
a2
i . Αλλά

(n − 1) f ( 1

n − 1
(1 − S)) = (n − 1) 1

n − 1
(1 − S) (1 − 1

n − 1
(1 − S)) = (1 − S) (n − 2 + S)

n − 1
.

Επομένως αρκεί να δείξουμε ότι

(1 − S) (n − 2 + S)
n − 1

≤ (1 − 1

n
)

2

,

ή ισοδύναμα ότι

(n2 + Sn − 3n + 1) (Sn − 1)
(n − 1)n2

≥ 0.

Η τελευταία ανισότητα αληθεύει διότι:

• n2 + Sn − 3n + 1 ≥ 0 αφού n ≥ 3.

• Απο την ανισότητα Cauchy-Schwarz έχουμε

(12 + ... + 12)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n

(a2
1 + a2

2 + ... + a2
n) ≥ (1 ⋅ a1 + 1 ⋅ a2 + ... + 1 ⋅ an)2 ,

οπότε nS ≥ 1.

Ασκηση 34. ΄Εστω f μια συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστημα ∆, παραγωγίσιμη

στα εσωτερικά του σημεία η οποία παίρνει στο ∆ μόνο θετικές τιμές. Να

αποδειχθεί ότι αν η f είναι υπερ-κυρτή τότε για κάθε ζεύγος στοιχείων a > b
του ∆ ισχύει:

(f (a)
f (b) )

1
a−b

> e
f ′(b)
f(b) .

Απόδειξη. Η g = ln f θα είναι κυρτή επομένως για κάθε x0 και x ≠ x0 θα

ισχύει:

g (x) > g′ (x0) (x − x0) + g (x0) .
Παίρνοντας x = a, x0 = b και αντικαθιστώντας την g έχουμε:

ln f (a) > f
′ (b)
f (b) (a − b) + ln f (b) ,
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από την οποία προκύπτει η

1

a − b ln
f (a)
f (b) > f

′ (b)
f (b)

και τελικά η αποδεικτέα.

Ασκηση 35.
15

΄Εστω f μια συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστημα ∆ = [α,β],
παραγωγίσιμη στα εσωτερικά του σημεία. Να αποδειχθεί ότι τα εξής είναι ισο-

δύναμα:

1. Η f είναι κυρτή ή κοίλη στο ∆.

2. Για κάθε κλειστό υποδιάστημα [p, q] του ∆ το ξ του θεωρήματος μέσης

τιμής για την f στο [p, q] είναι μοναδικό.

Απόδειξη Για το ευθύ παρατηρούμε ότι αν η f είναι κυρτή ή κοίλη η f ′ είναι
γνησίως μονότονη και επομένως παίρνει κάθε τιμη της μία μόνο φορα. Αυτό

σημαίνει ότι υπάρχει ένα μόνο ξ ∈ (p, q) τέτοιο ώστε f ′ (ξ) = f(q)−f(p)
q−p .

Για το αντίστροφο αρκεί να δείξουμε ότι τρία διάφορα σημεία της Cf δεν είναι

συνευθειακά και το αποδεικτέο έπεται από την Πρόταση ♢ 18. Πράγματι αν

υποτεθεί ότι τα (x1, f (x1)), (x2, f (x2)) και (x3, f (x1)) με x1 < x2 < x3 είναι

συνευθειακά από το θεώρημα μέσης τιμής στα [x1, x2] και [x2, x3] θα υπάρχουν

ξ1, ξ2 με x1 < ξ1 < x2 < ξ2 < x3 ώστε

f (x2) − f (x1)
x2 − x1

= f ′ (ξ1) ,
f (x3) − f (x2)

x3 − x2
= f ′ (ξ2) ,

η οποία λόγω της συνευθειακότητας των τριών σημείων μας οδηγεί στο άτοπο

συμπέρασμα ότι

f (x3) − f (x1)
x3 − x1

= f ′ (ξ1) = f ′ (ξ2) .

Ασκηση 36.
16

Να βρεθεί συνάρτηση

p (x) = x3 + ax2 + bx + c

η οποία να έχει τοπικό ακρότατο στο σημείο (−3,10) και καμπή στο
−5
3 .

Απόδειξη Θα έχουμε το σύστημα:

p (−3) = 10

p′ (−3) = 0

p′′ (−5) = 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
15
Βλ. και [61] σελ. 59 ασκ. 19-19.

16
Απο τον διαγωνισμό Stuart Sidney Calculus Competition του Πανεπιστη-

μίου του Connecticut, έτος 2017: https://undergradactivities.math.uconn.edu/
calculus-competition/#

https://undergradactivities.math.uconn.edu/calculus-competition/#
https://undergradactivities.math.uconn.edu/calculus-competition/#
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από το οποίο βρίσκουμε

a = 15, b = 63, c = 91.

Θα πρέπει

p (x) = x3 + 15x2 + 63x + 91.

Επειδή οι δύο συνθήκες μηδενισμού των παραγώγων είναι αναγκαίες αλλά όχι

ικανές πρέπει βέβαια να επαληθεύσουμε αν όντως η συγκεκριμένη συνάρτηση

έχει τις απαιτούμενες ιδιότητες. Αυτό μπορεί να γίνει με μελέτη της. Ωστόσο

μπορούμε να έχουμε και την ακόλουθη προσέγγιση. Η πρώτη συνθήκη μας

εξασφαλίζει ότι η Cp διέρχεται από το (−3,10). Η παράγωγος της, που είναι

δευτεροβάθμιο πολυώνυμο, έχει ρίζα το −3. Αυτή αποκλείεται να είναι διπλή

διότι θα ήταν ρίζα της παραγώγου που είναι η −5. ΄Αρα έχει δύο ρίζες και σε

αυτές αλλάζει πρόσημο. ΄Αρα το −3 είναι πράγματι θέση ακροτάτου. Τέλος η

δεύτερη παράγωγος είναι πρωτοβάθμιο πολυώνυμο που αλλάζει πρόσημο στην

ρίζα του −5 άρα πράγματι έχουμε καμπή.

Ασκηση 37. ΄Εστω f μια κυρτή συνάρτηση στο διάστημα ∆ = (α,β), με α > 0.
Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

g(x) = f(x) − xf ′(x),

είναι γνησίως φθίνουσα.

Απόδειξη Θεωρούμε x1 < x2 και θα δείξουμε ότι g (x2) < g (x1). ΄Εχουμε:

g (x2) − g (x1) = f (x2) − x2f
′ (x2) − f (x1) + x1f

′ (x1) =

(f (x2) − f (x1)) + x1f
′ (x1) − x2f

′ (x2) =

(f (x2) − f (x1)) + x1f
′ (x1) − x1f

′ (x2) + x1f
′ (x2) − x2f

′ (x2) =

(f (x2) − f (x1)) + x1 (f ′ (x1) − f ′ (x2)) − f ′ (x2) (x2 − x1) =
ΘΜΤ

(x2 − x1) f ′ (ξ) − f ′ (x2) (x2 − x1) − x1 (f ′ (x2) − f ′ (x1)) =
f ′!

(x2 − x1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

+

(f ′ (ξ) − f ′ (x2))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

−

− x1

+̄

(f ′ (x2) − f ′ (x1))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

+

< 0.

΄Αρα g #.

Ασκηση 38.
17

΄Εστω f ∶ (0,+∞) → R μια συνάρτηση που είναι δύο φορές

παραγωγίσιμη. Να αποδειχθεί ότι οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες:

1. Η xf(x) είναι κυρτή.

2. Η f( 1
x) είναι κυρτή.

17https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=53&t=69364&p=337253#
p337253

https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=53&t=69364&p=337253#p337253
https://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=53&t=69364&p=337253#p337253
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Απόδειξη Θέτουμε g (x) = xf (x). Η g είναι δύο φορές παραγωγίσιμη. Είναι

f (x) = 1

x
g (x) ,

και

f (1

x
) = xg (1

x
) .

1. Για το 1.⇒ 2. έχουμε ότι η g είναι κυρτή. Είναι:

(xg (1

x
))

′
= g (1

x
) − 1

x
g′ (1

x
) ,

(xg (1

x
))

′′
= − 1

x2
g′ (1

x
) + 1

x2
g′ (1

x
) + 1

x3
g′′ (1

x
) = 1

x3
g′′ (1

x
) .

Αφού η g είναι κυρτή η δεύτερη παράγωγος της θα είναι μη αρνητική

και το σύνολο που μηδενίζεται δεν θα περιέχει διάστημα (Πρόταση ♢ 3).

Προφανώς το αυτό θα ισχύει για την
1
x3
g′′ ( 1

x
) άρα και για την (xg ( 1

x
))′′.

Επομένως η f ( 1
x
) είναι κυρτή.

2. Για το 2.⇒ 1. Υποθέτουμε ότι η

f (1

x
) = h (x) ,

είναι κυρτή. Είναι

g (x) = xh(1

x
) ,

και

g′′ (x) = 1

x3
h′′ (1

x
) ,

οπότε επαναλαμβάνοντας ανάλογους συλλογισμούς συνάγουμε την κυρ-

τότητα της g.

Ασκηση 39. ΄Εστω f ∶ (a,+∞)→ R μια κυρτή συνάρτηση για την οποία ισχύει

lim
x→+∞

f (x) = +∞. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει διάστημα (b,+∞) ⊆ (a,+∞) στο

οποίο η f είναι γνησίως αύξουσα.

Απόδειξη Αν για κάποιο b ∈ (a,+∞) ισχύει f(b) ≥ 0 τότε αφού f ′ ! στο

(b,+∞) θα είναι f ′(x) > 0 και σε αυτό f !.
Αν f ′(b) < 0 για όλα τα b από το (a,+∞) η f είναι γνησίως φθίνουσα στο

(a,+∞) άρα αν επιλέξουμε τυχόν b θα είναι f(x) < f(b) για όλα τα x από το

(b,+∞). Η τελευταία μα οδηγεί στο άτοπο συμπέρασμα ότι lim
x→+∞

f (x) ≤ f (b).
Η περίπτωση αυτή αποκλείεται και έτσι έχουμε το αποδεικτέο.

Ασκηση 40. ΄Εστω f ∶ [a, b] → R μια κυρτή συνάρτηση που είναι δύο φορές

παραγωγίσιμη με συνεχή δεύτερη παράγωγο. ΄Εστω M η μέγιστη τιμή της f ′′.
Να αποδειχθεί ότι:
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1. Αν p = a+b
2 τότε η συνάρτηση ϕ ∶ [0, β−α2 ]→ R με

ϕ (x) = f (p − x) + f (p + x) −Mx2

2
,

έχει φθίνουσα παράγωγο.

2. 0 < f(a)+f(b)
2 − f (a+b

2
) ≤ M(b−a)2

8 .

Απόδειξη

1. Είναι

ϕ′′ (x) = f
′′ (p − x) + f ′′ (p + x) − 2M

2
≤ 0.

Επομένως η ϕ′ είναι φθίνουσα.

2. Το πρώτο σκέλος της ανισότητας ειναι συνέπεια της ανισότητας του Jen-
sen. Για το δεύτερο αρκεί να παρατηρήσουμε ότι αφού η ϕ′ είναι φθίνουσα
θα ισχύει ϕ′ (x) ≤ ϕ′ (0) = 0 επομενως και η ϕ είναι φθίνουσα άρα

ϕ (x) ≤ ϕ (0) = f (a + b
2

) .

Για x = b−a
2 έχουμε

ϕ(b − a
2

) ≤ f (a + b
2

) ,

δηλαδή

f (a+b
2 − b−a

2
) + f (a+b

2 + b−a
2

) −M ( b−a
2

)2

2
≤ f (a + b

2
) ,

από την οποία έπεται το αποδεικτέο.
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